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Wprowadzenie

W 1938 N. Wiener i H. R. Pitt podali przyktad miary na prostej, ktorej wspotczynniki
Fouriera-Stieltjesa sa oddzielone od zera, a jednoczes$nie nie bedacej elementem odwracalnym
w algebrze miar. Jest to stynny problem odwrotnosci, ktérego negatywne rozwigzanie jest
wspolczesnie znane w algebrze M (G) dla dowolnej lokalnie zwartej grupy abelowej (niedy-
skretnej). Tego typu zagadnienia sa Sci$le zwiazane z teoria Gelfanda i wiekszo$é wynikéw
tej teorii wykorzystuje bardzo silnie jej aparat. Warto zadaé sobie pytanie, jak daleko to zja-
wisko (fenomen Wienera-Pitta) siega. Okazuje sig¢, ze ma ono swoje zrédlo w innym bardzo
starym problemie - zagadnieniu charakteryzacji przestrzeni idealéw maksymalnych algebry
miar. Burzliwy rozwdéj analizy harmonicznej doprowadzil do udowodnienia przez Henry Hel-
sona (w latach pieédziesigtych) charakteryzacji idempotentéw w M(T), ktéra mozna zasto-
sowaé do uzasadnienia, iz jesli miara na okregu ma skonczenie wiele réznych wspotczynnikow
Fouriera-Stieltjesa, to fenomen Wienera-Pitta nie zachodzi. Rozwazany problem jest réw-
nowazny pytaniu o naturalno$é¢ spektrum miary, to znaczy, czy spektrum miary jest réwne
domknieciu jej wspotczynnikéw Fouriera-Stieltjesa. Fundamentalna dla naszych badan jest
praca Mischy Zafrana, w ktérej zostalo wykazane, ze zbiér miar o naturalnym spektrum
jest domknietym idealem w algebrze Mjy(T). Wokét probleméw tego typu powstala moja
praca. Najciekawszym wynikiem w niej zawartym jest konstrukcja nieskonczonego ciagu o
tej wlasnodci, ze jesli miara z My(T) ma wspélezynniki Fouriera-Stieltjesa nalezace do tego
ciagu, to ma ona naturalne spektrum. Jest to zupelnie nowe twierdzenie wykorzystujace w
istotny sposéb tak mocne rezultaty jak rozwiazanie hipotezy Littlewooda oraz twierdzenie
Bozejki-Pelczynskiego-Bourgaina. Aby tego dokonaé przeprowadzam najpierw w swojej pracy
systematyczny wyklad teorii wlasnosci spektralnych algebry M (T) oraz przeglad wielu cie-
kawych, lecz mato popularnych zagadnien z pogranicza analizy harmonicznej i teorii algebr
Banacha.






Rozdziatl 1

Wiadomosci wstepne

1.1. Funkcje na okregu i funkcje holomorficzne

W tym podrozdziale przypomnimy podstawowe wiadomosci o funkcjach analitycznych oraz
wprowadzimy pewne konwencje niezbedne przy pracy z funkcjami okreslonymi na okregu.

Definicja 1.1.1. Okregiem bedziemy nazywaé grupe ilorazowqg T = R/277Z.

Przyjmujac naturalna identyfikacje okregu z odcinkiem [0, 27| z utozsamionymi koncami
mozemy zamiast funkcje okreslone na T, rozwazaé funkcje okreslone na odcinku [0,27] (o
réwnych wartosciach w krancach przedzialu), badZ funkcje okresowe na R (o okresie 2m).
Sformulujmy wazna uwage.

Uwaga 1.1.2. Na okregu bedziemy uzywaé unormowanej miary Lebesgue’a, ktorg bedziemy
oznaczal |E| dla E C T-borelowskich. W szczegdlnosci |T| = 1.

Przechodzimy teraz do oméwienia podstawowych wtasnosci funkcji holomorficznych. Za-
czynamy od definicji.

Definicja 1.1.3. Funkcje okreslong na pewnym obszarze A zawartym w plaszczyénie zespolo-
nej nazywamy holomorficzng (analityczng), jesli w otoczeniu kazdego punktu jest ona réwna
Swojemu rozwinieciy W Szereq potegowy

Zachodzi wazne twierdzenie.

Twierdzenie 1.1.4. Funkcja f jest analityczna w obszarze A wtedy i tylko wtedy, gdy ma
ona pochodng zespolong w kazdym punkcie obszaru A.

W kilku miejscach zastosujemy wzoér catkowy Cauchy’ego.

Twierdzenie 1.1.5. Jesli f jest holomorficzna w obszarze A, to dla kazdego z € A zachodzi
wzor catkowy Cauchy’ego

o)== [ LW g,

S 2miJoz—u

gdzie C jest zamknietq krzywq regularng zawartg w obszarze A oraz otaczajgcg punkt z.

Za pomoca twierdzenia calkowego Cauchy’ego mozemy podaé wzory na wspolczynniki
rozwiniecia w szereg potegowy.



Fakt 1.1.6. Jesli f jest funkcjq holomorficzng w obszarze A oraz

flz) = Z anz" dla pewnego z € A,

n=0

to wspolczynniki a,, wyrazajg sie wzorami

apn = ! /C(f(u)nﬂdlanEN.

2mi u—z)
Bedziemy takze uzywaé rozwiniecia w szereg Laurenta.

Twierdzenie 1.1.7. Jesli f jest funkcjq analityczng w pierscieniur < |z—zo| < R (R >r >
0, zo jest ustalonym punktem plaszczyzny zespolonej), to jest ona réwna swojemu rozwinieciu
w szereq Laurenta, czyli

[e.9]

f(z) = an(z —20)" dlar < |z — 20| <R,

n—oo

gdzie wspolczynniki a, wyrazajq sie wzorami

1 f(u)
/C( dla n € 7.

" o z —u)ntl
Krzywa C spetnia takie zatoZenia jak we wzorze catkowym Cauchy’ego.
Przypomnijmy jeszcze definicje bieguna funkcji analitycznej okreslonej na pierscieniu.

Definicja 1.1.8. Jesli f jest funkcjg analityczng w pierscieniu r < |z — zp| < R, o tej
wlasnodci, ze liczba niezerowych wspdlezynnikéw przy ujemnych potegach wyrazenia (z — 2g)
jej rozwiniecia w szereg Laurenta jest skoriczona, to punkt zy nazywamy biegunem funkcji f.
Rzqd bieguna okreslamy jako najwickszq liczbe |n| takq, ze a_, # 0. W szczegolnosci, biegun
rzedu jeden nazywamy bieqgunem prostym.

W niektérych przypadkach funkcje beda miaty warto$ci w przestrzeniach Banacha. Wszyst-
kie definicje i twierdzenia pozostaja prawdziwe (nalezy uwzglednié¢ oczywiste réznice). Jako
definicje catki przyjmujemy proste przeformutowanie catki Riemanna na przypadek funkcji o
wartoéciach w przestrzeniach Banacha.

Komentarze i odniesienia do literatury. Dowody wszystkich faktow opisanych w tym
podrozdziale mozna z tatwoscig znalezé w dowolnym podreczniku traktujacym o funkcjach
analitycznych (na przyklad: [Leja]). Krétkie wprowadzenie do catkowania funkcji o warto-
$ciach w przestrzeniach Banacha znajduje sie na przyktad w pozycji [Zelazko.

1.2. Przestrzenie Banacha i Operatory
Elementarne fakty dotyczace przestrzeni Banacha i operatorow liniowych beda czesto uzy-

wane w dalszej czesci pracy. Ten podrozdzial stuzy gtéwnie ich zebraniu oraz ustaleniu notacji.

Definicja 1.2.1. Niech X bedzie przestrzeniq liniowg (nad R lub C). Przestrzenig Banacha
nazywamy pare (X, || -1]), gdzie funkcja || - || : X — Ry zwana normg spelnia warunki:



o [z|]| =0« 2=0,
o VoexViex |[tz]| = |t|||z||, gdzie K jest cialem, nad ktérym okreslona jest X,
o Vayex [l +yll <|lz|| +lyll,

takq, Ze przestrzen X jest zupelna w metryce d(x,y) = ||z — y||.

Definicja 1.2.2. Niech X bedzie przestrzeniq Banacha. Przez X* bedziemy oznaczaé prze-
strzen sprzezong (dualng) do przestrzeni X skladajocq sie ze wszystkich cigglych funkcjona-
tow lintowych okreslonych na X. W takiej sytuacji bedziemy tez mowic, Ze przestrzen X jest
przestrzenig predualng dla X*.

Bez trudu dowodzi sie ponizszy fakt.

Fakt 1.2.3. Okreslona powyzej przestrzen sprzezona X* jest przestrzenig Banacha z natu-
ralnymi dziatami oraz normg zdefiniowanqg jako

||z*||x+ = sup{|z* ()| : ||z|]] < 1,z € X} dla =" € X™.
Przechodzimy teraz do omawiania stabych i stabych* topologii.

Definicja 1.2.4. Dla przestrzeni Banacha X okreslamy stabg topologie jako najstabszq topo-
logie, w ktorej funkcjonaly ciggle w normie pozostajq ciggle (oznaczenie: o(X, X*)).

Fakt 1.2.5. Baze otoczeri zera przestrzeni topologicznej (X, o(X, X*)) stanowiq zbiory po-
staci:

Ug,z7,...,z,) ={ze X :|zj(x)| <e, dlai=1,...,n},
gdziee >0 orazn €N, a7,..., 2z, € X*.

Fakt 1.2.6. Jesli X* jest przestrzenig o$rodkowq, to staba topologia obcieta do kuli jest
metryzowalna (to znaczy metryzowalna jest topologia przestrzeni (Bx,o(X, X™*)|py))-

Definicja 1.2.7. Powiemy, Ze cigg x, € X zbiega stabo do x, jesli jest to cigg zbiezny do x w
topologii o(X, X*) (oznaczenie: x, — x). Réwnowaznie, x,, zbiega stabo do x, gdy zachodzi:

Vocx lim 2% (2,) = 2° ()
Nastepne fakty sa typowymi zastosowaniami twierdzenia Banacha-Steinhausa.

Fakt 1.2.8. (igg stabo zbiezny jest ograniczony w normie.

Fakt 1.2.9. Niech A* bedzie zbiorem liniowo gestym w normowej topologii X* i niech x, € X,
xo € X. Cigg x,, jest zbiezny stabo do x¢ wtedy i tylko wtedy, gdy x* () — x*(x0) dla kaZdego
x* € A* oraz cigg x, jest ograniczony w normie.

Definicja 1.2.10. Na przestrzeni dualnej X™* mozemy okreslic¢ stabg* topologie jako najstab-
szq topologie na X* takq, Ze funkcjonaly na X* ciggle w normie pozostajq ciggle (oznaczenie:
o(X*,X)).

Fakt 1.2.11. Baze otoczen zera przestrzeni topologicznej (X*,0(X*, X)) stanowiq zbiory
postaci:

Ule,x1,...,xq) ={a* € X" |z"(x;)| <&, dlai=1,...,n},
gdziee >0 orazn €N, x1,...,x, € X.



Fakt 1.2.12. Jesli X jest przestrzenig osrodkowq, to staba* topologia obcieta do kuli jest
metryzowalna (to znaczy metryzowalna jest topologia przestrzeni (Bx«,o(X*, X)|By.)).

Definicja 1.2.13. Powiemy, Ze cigg z; € X* zbiega stabo* do x*, jesli jest to ciqg zbieiny
do x* w topologii o(X*, X) (oznaczenie: x}, — x*). Réwnowaznie, x}, zbiega stabo® do x*,
gdy zachodzi:

Voex Jim 5(0) = o*(2)
Fakt 1.2.14. Cigg stabo* zbiezny jest ograniczony w normie.

Fakt 1.2.15. Niech A bedzie zbiorem liniowo gestym w normowej topologii X i niech x), € X*,
x§ € X*. Cigg x}, jest zbiezny slabo* do xf wtedy i tylko wtedy, gdy z}(x) — z{(x) dla kazdego
x € A oraz cigg x), jest ograniczony w normie.

Zachodzi podstawowe twierdzenie (sprowadzajace sie do twierdzenia Tichonowa).

Twierdzenie 1.2.16 (Banacha-Alaoglu). Niech X bedzie przestrzenig Banacha, wtedy kula
Bx~ jest stabo* zwarta (to znaczy zwarta jest przestrzen topologiczna (Bx«+,o(X*, X))).

Whniosek 1.2.17. Jesli X jest przestrzenig osrodkowaq, to kula Bx~ jest ciggowo stabo* zwar-
ta, czyli z kazdego ograniczonego w normie ciggu elementow z X ™ mozna wybrac podcigg stabo*
zbiezny.

Oméwimy teraz podstawowe wlasnosci operatoréw ograniczonych na przestrzeniach Ba-
nacha.

Definicja 1.2.18. Niech X,Y bedq przestrzeniami unormowanymi. Odwzorowanie liniowe
T : X — Y nazywamy operatorem liniowym, gdy jest ciggle, to znaczy zachodzi jeden z
rownowaznych warunkdéw (trzeci z nich czytamy jako T jest operatorem ograniczonym,).

o T jest ciggle.
o T jest ciggle w zerze.

o ||Tz|ly < C|lz||x dla pewnej stalej C > 0 oraz wszystkich x € X.

Stwierdzenie 1.2.19. Jesli X jest przestrzeniq unormowang, a Y jest przestrzeniqg Banacha,
to zbior B(X,Y") ograniczonych operatoréw liniowych jest przestrzenig Banacha z dzialaniami
punktowymsi i normg

IIT||gx,yy = sup [|Tzl|y.
[lz]]<1

W przypadku, gdy X =Y bedziemy pisa¢ B(X) := B(X, X).

Definicja 1.2.20. Niech X bedzie przestrzeniqg Banacha oraz T € B(X). Okreslamy spektrum
operatora T jako zbior

o(T) ={X € C:T — A nie jest odwracalny}.
Dla X\ ¢ o(T) okreslamy rezolwente operatora wzorem
RO\T) = (T —XI)~%.

Spektrum operatora mozemy podzieli¢ na trzy rozlgczne podzbiory - spektrum punktowe (o,(T)),
spektrum ciggle o.(T) oraz spektrum rezidualne o.(T).

op(T) = {X € C: T — X nie jest réznowartosciowy}
0o(T) = A€ C: (T - M)(X) # X, ale (T —A\)(X) = X}
or(T)={NeC:(T-X\)(X) #X}
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Przyktady

e Przestrzen [P(Z) (1 < p < o0) to zbidr ciagdéw zespolonych, sumowalnych z modutem,

1

z dziataniami okreslonymi po wspétrzednych oraz norma [|z|[pzy = (Znt_o [2alP)?.
Analogicznie mozemy okresli¢ przestrzen [P(N).

e Przestrzen [°°(Z) to zbiér ograniczonych ciagéw dwustronnych o wyrazach zespolo-
nych z dzialami po wspélrzednych i norma ||z||;~ = sup{|z,| : n € Z} (mozna takze
oczywiscie rozpatrywaé przestrzen [*°(N) ciagéw jednostronnych przy uwzglednieniu
stosownych réznic).

o Przestrzen LP(T) (1 < p < o0) to przestrzen funkcji (klas réwnowaznosci) mierzal-
nych, catkowalnych z p-ta potega z oczywistymi dzialaniami oraz norma |[f||r»(1) =

e F@)Pde)s = (& 27 7 @)edr)”

Komentarze i odniesienia do literatury. Podane w tym podrozdziale fakty i twierdzenia
mozna znalez¢ w pozycjach [Musielak] i [Rudin2].

1.3. Teoria miary

Obecny podrozdziat jest jednym z najdtuzszych w czesci wprowadzajacej. Jednak zdefiniowa-
ne tutaj pojecia oraz sformutowane twierdzenia beda przewija¢ sie przez cala prace, dlatego
takie szczegdlowe omowienie wydaje sie konieczne.

Zaczynamy od podstawowych definicji.

Definicja 1.3.1. Niech X bedzie zbiorem o—ciatem F podzbiorow X nazywamy rodzine zbio-
row spetniajgcg warunki:

e X cF.
o Jesli Ae F,to X\ AeF.
o Jezeli A=Jp2, oraz A, € Fdlan=1,2,...,to Aec F

Definicja 1.3.2. Niech X bedzie przestrzeniqg topologiczng. o—ciatem zbiorow borelowskich
nazywamy najmniejsze o—cialo zawierajgce zbiory otwarte.

Definicja 1.3.3. Niech F bedzie o —cialem w zbiorze X . Przeliczalng rodzine { E;} elementow
rodziny X nazywamy podzialem zbioru E, jesli E =) E; oraz E; N E; =0, gdy i # j.

Definicja 1.3.4. Miarg zespolong i na F nazywamy funkcje zespolong okreslong na F takg,
ze

W(E) = Y u(E) (E € F)
i=1
dla dowolnego podzialu {E;} zbioru E.

Uwaga 1.3.5. Od tej chwili bedziemy uzywaé okreslenia “miara” w odniesieniu do miar
zespolonych, chege podkresli¢ pewne szczegdlne wlasnosci miary bedziemy pisaé na przyklad
"miara rzeczywista” lub "miara dodatnia” (to ostatnie okreslenie oznacza miare przyjmujgacg
tylko warto$ci nieujemne).
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Definicja 1.3.6. Niech p bedzie miarq. Funkcje |p| okreslong na F wzorem
[e.e]
|| (E) = sup Z \n(E3)|, gdzie kres gorny wzieto po wszystkich podziatach {E;} zbioru E.
i=1

nazywamy miarg wehania miary (L.

Twierdzenie 1.3.7. Wahanie |u| miary p okreslonej na F jest miarg dodatnig na F.
Definicja 1.3.8. Wahaniem miary p na X nazywamy liczbe |p|(X).

Twierdzenie 1.3.9. Jezeli ju jest miarg zespolong na X, to |u|(X) < oco.

Definicja 1.3.10. Miare p na przestrzeni topologicznej X nazywamy borelowskq, jesli jest
ona okre$lona na o—ciele zbiorow borelowskich przestrzeni X .

Definicja 1.3.11. Dodatnig miare borelowskq okreslong na pewnej przestrzeni topologicznej
X nazywamy regularng, jesli dla kaidego zbioru borelowskiego E C X zachodzg warunk:

p(E) =inf{u(V): ECV iV jest otwarty}
u(E) =sup{u(K): K C E i K jest zwarty}

Definicja 1.3.12. Zespolong miare borelowskq okreslong na przestrzeni topologicznej X na-
zywamy reqularng, jesli miara dodatnia |p| jest miarg regularng.

Mozemy teraz w zbiorze miar wprowadzi¢ strukture przestrzeni unormowane;.

Definicja 1.3.13. Niech u, v bedq reqularnymi miarami borelowskimi na przestrzeni topolo-
gicznej X oraz ¢ € C. Okreslamy dzialania przestrzeni liniowej wzorams

o (u+v)(F)=ukE)+v(E) dla E-borelowskich
o (cu)(E) = cu(E) E-borelowski.

Wprowadzamy takze norme ||p|| = |p|(X), czynigc z przestrzeni zespolonych miar borelow-
skich na przestrzeni topologicznej X przestrzer unormowang M (X).

Fakt 1.3.14. Kazdg miare p € M(X) mozemy rozlozyé na sume miary rzeczywistej i miary
przyjmujacej wartosci czysto urojone (z dodanym 0), czyli istniejg miary rzeczywiste uy, o €
M(X) takie, zZe = py + ius.

Niejednokrotnie w dowodach bedziemy uzywaé rozkladu miary na czes¢ dodatnia i ujem-
na.

Twierdzenie 1.3.15 (Rozklad Jordana). Niech pn € M
Slamy miary dodatnie u*,u~ € M(X) wzorami ut =
zachodzq wzory

—

X) bedzie miarg rzeczywistq. Okre-
(Il + ), = = 5|l = p). Wiedy

D=

p=pt =T, gl =
oraz powyzszy rozklad miary p na rozZnice miar dodatnich jest minimalny, to znaczy, jesl
=N\ — X2, gdzie A1, A2 sq¢ miarami dodatnimi, to A1 > put oraz Ao < .

Whiosek 1.3.16. Kazdg miare zespolong p € M (X) mozna rozloZyé na sume czterech miar
= 1 — fo + i3 — g, gdzie py, o, 143, la S@ miarams dodatnims.

Powyzszy rozklad mozna dobrac tak, aby speiniat warunek minimalnosci analogiczny do opi-
sanego w twierdzeniu poprzednim.
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Kolejne definicje zawieraja istotne informacje dotyczace terminologii wystepujacej w dal-
szej czedci pracy.

Definicja 1.3.17. Wprowadzimy kilka kluczowych pojeé i oznaczen.

o Mouwmy, ze miara A\ jest absolutnie ciggla wzgledem miary p i piszemy A < pu, jezeli
dla kazdego zbioru borelowskiego E takiego, ze p(E) = 0 zachodzi réwnosé \(E) = 0.

o Jezeli istnieje zbior borelowski A taki, ze A(E) = N(AN E) dla kazdego E to mdwimy,
Ze miara jest skupiona na zbiorze A.

o Jezeli A\ i Ao sq miarami oraz istnieje para zbioréw roztgeznych A, B takich, ze A1 jest
skupiona ma A oraz Ao jest skupiona ma B to mdéwimy, Ze miary \1 i Ao $qg wzajemnie
osobliwe 1 piszemy A1 L )\s.

Definicja 1.3.18. Nie wszystkie definicje w tej czesci sq standardowe.
o Miare p € M(X) nazywamy dyskretnq, jesli jest skupiona na zbiorze przeliczalnym.

o Miare p € M(X) nazywamy ciggle (bezatomowq), jesli dla kazdego x € X zachodzi
n({a}) = 0.

o Miare p € M(T) nazywamy singularng, gdy jest miarg ciggle osobliwg wzgledem miary
Lebesgue’a na T.

Fakt 1.3.19. Kazdg miare p € M(X) mozZemy jednoznacznie przedstawié¢ w postaci sumy
W= g + e, gdzie pg jest miarg dyskretng, a p. jest miarg cigglq.

Oczywiécie kazda miara zadana przez catke z funkcji h € L'(p) jest absolutnie ciagta
wzgledem miary p. Zachodzi réwniez niezwykle wazne twierdzenie odwrotne.

Twierdzenie 1.3.20 (Lebesgue’a-Radona-Nikodyma). Zalézmy, Ze u, A € M(X) sq miara-
mi dodatnimi.

1. Istnieje dokladnie jedna para miar Age © As spelniajgca

A= Aae+ A, Aa K p, AsLpa

2. Istnieje dokladnie jedna funkcja f € L'(u) taka, Ze dla kazdego zbioru borelowskiego E
zachodzi

Aa(E) = /E hdp.

Uwaga 1.3.21. Twierdzenie Lebesgue’a-Radona-Nikodyma pozostaje prawdziwe, jesli p €
M(X) jest miarg dodatnig, a X € M(X) dowolng miarg (zespolong).

Pierwszorzedng role odgrywa traktowanie miar jako funkcjonaléw na przestrzeni funkcji
ciagglych.

Twierdzenie 1.3.22 (Riesza o reprezentacji). Jezeli X jest przestrzeniq zwartq, to dla kaz-
dego ¢ € C*(X) istnieje dokladnie jedna zespolona miara borelowska u € M(X) taka, Ze

o(f) = /deu. dla kazdego f € C(X)

Co wigcej, zachodzi réuwnosé |[p||c+(xy = ||l ar(x)-
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Whniosek 1.3.23. M(X) jest przestrzeniqg Banacha.

Whiosek 1.3.24. Niech X bedzie przestrzeniq zwartq. Przestrzen (C(X))" jest izometrycznie
izomorficzna z przestrzeniqg M (X). W ten sposdb kazdg miare p € M(X) mozemy traktowaé
jako funkcjonal na przestrzeni C(X), ktdrego wartosé na funkcji f opisang w twierdzeniu
Riesza bedziemy oznaczaé < p, f >.

Omoéwimy teraz miary produktowe.
Jesli dane sa dwie miary borelowskie y € M (X)) oraz A € M (Y') okreslone na lokalnie zwartych
przestrzeniach X,Y, to dla dowolnych zbioréw borelowskich A C X, B C Y okreslamy
wartos¢ miary produktowej na iloczynie kartezjanskich tych zbioréw wzorem

(11X A)(A x B) = u(A)A(B). (L1)

W ten sposéb zdefiniowalismy miare produktowa na ”prostokatach”, zachodzi jednak naste-
pujace twierdzenie.

Twierdzenie 1.3.25. Funkcja okreslona wzorem 1.1 ma jednoznaczne rozszerzenie na o-
ciato borelowskich podzbiorow X x'Y bedgce miarg regularng.

Prowadzi to do nastepujacej definicji.

Definicja 1.3.26. Miare, ktorej istnienie jest postulowane w twierdzeniu 1.3.25 nazywamy
produktem miar i A.

Podstawowym narzedziem przy postugiwaniu sie¢ miarami produktowymi jest twierdzenie
Fubiniego.

Twierdzenie 1.3.27 (Fubiniego). Jesli u € M(X), A € M(Y) sq¢ miarami nieujemnymi oraz
f jest nieujemng funkcjq borelowskq na X XY, to zachodzi wzor

/ fd(p x X)) = //fxyd)\ Ydp(x //f:rydu )dA(y). (1.2)
XxY
Jesli p € M(X),A € M(Y) oraz f jest funkcjqg borelowskg na X XY oraz jesli zachodzi

warunek
[ [ 1@ N @il @) < oo
XJY

to réwnosé 1.2 réwniez zachodzi.

Komentarze i odniesienia do literatury. W tym przegladzie teorii miary wzorowatem
sie na ksiazce [Rudin2]. Niektére, mniej standardowe definicje sa zgodne z tymi uzywanymi
w [Rudin3].

1.4. Ultrafiltry i rozszerzenie Cecha-Stone’a

W tym podrozdziale oméwimy krotko pojecie ultrafiltru oraz rozszerzenia Cecha-Stone’a
(tylko w odniesieniu do przestrzeni dyskretnej 7). Ta wiedza bedzie dla nas uzyteczna przy
badaniu przestrzeni idealéw maksymalnych algebry [°°(Z) i pdZniej w sytuacji algebry M (T).
Zacznijmy od definicji.

Definicja 1.4.1. Rozszerzeniem zwartym (uzwarceniem) przestrzeni 7. bedziemy nazywali
pare (Y,r), gdzie Y jest przestrzeniq zwartq, a v : Z +— Y zanurzeniem homeomorficznym
przestrzent Z w'Y takim, Ze r(Z) =Y.
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Znamy oczywiscie jednopunktowe uzwarcenie przestrzeni Z polegajace na ”dodaniu punk-
tu w nieskonczonosci”. Nie bedziemy si¢ jednak nim szczegélnie zajmowac, gdyz jest to bardzo
prosty przypadek, a dla naszych zastosowan potrzebujemy konstrukcji bez poréwnania bar-
dziej skomplikowanej. Dalej bedziemy czesto pomija¢ samo zanurzenie r i mysle¢ o uzwarceniu
jako o pewnej przestrzeni zwartej, ktore bedziemy oznaczaé¢ na przykltad r7Z, roZ.
Wyjasnimy teraz, co oznacza réwnowaznos$¢ dwoch rozszerzen zwartych.

Definicja 1.4.2. Rozszerzenia zwarte r1Z, roZ. nazywamy rownowaznymi, jesli istnieje ho-
meomorfizm f : r1Z — roZ taki, Ze (f ori)(n) =ra(n) dla kazdego n € Z.

Powyzsza definicja intuicyjnie oznacza tyle, ze dwa rozszerzenia zwarte sg rownowazne,
gdy sa homemorficzne oraz jesli przestrzen Z jest w nie tak samo zanurzona.
Okreslmy teraz rodzine uzwarceniem przestrzeni Z.

Definicja 1.4.3. Oznaczmy przez Z(Z) rodzine klas réwnowaznosci wszystkich rozszerzeri
zwartych (dowodzi sie, iz cala ta klasa tworzy zbior).

W rodzinie Z(Z) wprowadzamy porzadek.

Definicja 1.4.4. Mdwimy, Ze uzwarcenie 7 jest nie mniejsze niz rozszerzenie roZ (piszemy
roZ. < 1), gdy istnieje przeksztalcenie ciggle f : mZ — roZ spelniajgce fr1 = ro.

Zachodzi prosty fakt.

Fakt 1.4.5. Zdefiniowana przed chwilg relacja jest cze$Sciowym porzadkiem w zbiorze X (7).
Mamy réwniez.

Stwierdzenie 1.4.6. W rodzinie Z(7) istnieje element najwiekszy.
Dochodzimy w ten sposéb do kluczowej definicji.

Definicja 1.4.7. Najwiekszy element rodziny Z(Z) nazywamy rozszerzeniem maksymalnym
lub rozszerzeniem Cecha-Stone’a © oznaczamy symbolem [Z.

Bedziemy potrzebowaé bardziej konstruktywnego opisu 8Z. Najpierw wazne twierdzenie.

Twierdzenie 1.4.8. Kazde przeksztalcenie ciggle f : Z — Y, gdzie Y jest przestrzeniq zwar-
tq jest przedtuzalne do przeksztatcenia ciggltego F : BZ — Y . Jesli kazde przeksztalcenie ciggle
okreslone na Z 1 przyjmujgce wartosci w przestrzeni zwartej jest przedtuzalne na rozszerzenie
aZ przestrzeni Z, to aZ. jest rownowazne rozszerzeniu Cecha-Stone’a przestrzeni Z.

Nastepne twierdzenie opisuje moc (Z.
Twierdzenie 1.4.9. Przestrzen 87 ma moc 2°.
Aby dokonaé opisu elementéw [Z musimy wprowadzi¢ pojecie filtru i ultrafiltru.

Definicja 1.4.10. Niech P(7Z) oznacza rodzine wszystkich podzbioréw Z. Filtrem F nazywa-
my rodzine zbioréw zawartg w P(Z) spelniajgcq warunki

L0¢7.
2. Jesli A1, Ay € F, to AiNAy € F.

3. JeéliAeﬁiAcAlep(Z), to Ay € .
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Ultrafiltrem bedziemy nazywaé filtr maksymalny (wzgledem relacji inkluzji). Zbior wszystkich
ultrafiltrow na 7 bedziemy oznaczaé F(Z).

Ultrafiltry maja wtasnosci, ktére nietrudno sprawdzié.

Fakt 1.4.11. Niech F € F(Z) bedzie ultrafiltrem. Wtedy
1. Jesli Ag € P(Z) i AgNA#0 dla kazdego A € F, to Ay € F.
2. Jesli Ay, Ay € F i A1 UAs € F, to A; € F dla pewnego i réwnego 1 lub 2.
3. Jesli F + F' € F(Z), to istniejg A € F i A € F' takie, ze AN A = ).
Pewne ultrafiltry sa wyréznione.

Definicja 1.4.12. Kazdej liczbie calkowitej n odpowiada ultrafiltr F(n) = {A € P(Z) :n €
A}, ktory nazywamy ultrafiltrem gléwnym (odpowiadajgcym liczbie n). Pozostale ultrafiltry
nazywamy wolnymi, a zbidr wszystkich takich ultrafiltréw bedziemy oznaczaé Fy(7Z).

Wprowadzimy teraz w zbiorze ultrafiltréw topologie.

Definicja 1.4.13. Niech wZ = Z U Fy(Z). Dla dowolnego zbioru U C Z przyjmujemy
U*=UU{ZF € Fy(Z) : istnieje A € F takie, ze A C U} C wZ.

Dla dowolnych Uy,Uy C Z zachodzq réwnosci (Uy UUs)* = U U U3, (U3 NUR)" = Uf NU;.
Ponadto zachodzi rowniez 75 = wZ. W zwigzku z tym mozemy okresli¢ topologie na wZ
przyjmujgoc za jej baze wszystkie zbiory U™ dla wszystkich U C Z. Zbior wZ z tak okreslong
topologiq nazywamy rozszerzeniem Wallmana przestrzeni Z.

Zachodzi kluczowe twierdzenie.

Twierdzenie 1.4.14. Rozszerzen Wallmana wZ jest przestrzeniq zwartq zawierajgcg 7. ja-
ko podprzestrzen gestq. Ponadto, kazde przeksztalcenie ciggle [ : Z +— Y przestrzeni Z w
przestrzen zwartqg Y jest przedluzalne do przeksztalcenia F : wZ — Y.

W potaczeniu z twierdzeniem 1.4.8 otrzymujemy.

Whniosek 1.4.15. Rozszerzenie Wallmana wZ jest rozszerzeniem zwartym przestrzeni Z row-
nowaznym rozszerzeniu Cecha-Stone’a B7Z.

W ten sposob otrzymaliémy réwnowazny opis rozszerzenia Cecha-Stone’a (Z, ktérym
bedziemy sie postugiwac.

Komentarze i odniesienia do literatury. Szczegbélowy dowody wszystkich faktéw przed-
stawionych w tym podrozdziale mozna znalezé w ksiazce [Engelking].

1.5. Algebry Banacha

Whprowadzimy teraz podstawowy dla naszych rozwazan aparat algebr Banacha.

Definicja 1.5.1. Algebrq zespolong nazywamy przestrzen liniowg A nad cialem liczb zespo-
lonych C, w ktorej zdefiniowana jest operacja mnozenia spetniajgca warunksi
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o z(yz) = (vy)z,
o (z+y)z=az+yz, x(y+2) =ay+zz,
o a(zy) = (ax)y = z(ay),

dla wszystkich x,y,z € A oraz a € C.

Definicja 1.5.2. Jesli A jest algebrg zespolong bedgcq jednoczesnie przestrzeniq Banacha z
normg spelniajgcg nieréwnosé multiplikatywna ||xy|| < ||z||||y|| @ jezeli do A nalezy element
jednostkowy e taki, Ze xe = ex = x oraz |le|| = 1, to A nazywa sie algebrg Banacha z jedynkg.

Definicja algebry Banacha z jedynka pozwala nam uzywaé takze terminéw czysto algebra-
icznych - to znaczy mozemy moéwié¢ o elementach odwracalnych, nilpotentnych, dzielnikach
zera i tym podobnych.

Uwaga 1.5.3. W definicji algebry Banacha wystarczy zakladaé, zZe zachodzi nierownos$c
llzy|| < Cllz|||ly]| dla pewnej uniwersalnej stalej C (dowdd polega na wykazaniu, iz kazda
algebra Banacha jest izomorficzna z domknietq podalgebrg pewnej algebry operatoréw, czyli
istnieje norma réwnowazna spelniajgca nieréwnosé multiplikatywng).

Uwaga 1.5.4. Jesli algebra Banacha A nie ma jedynki, to mozemy jg zanurzyé w algebre
Banacha z jedynkq za pomocg kanonicznej procedury.

Istotnie, rozwazmy zbiér Ay = {(z,a) : = € A,a € C}. W zbiorze A; wprowadzamy
operacje przestrzeni liniowej po wspétrzednych, zas mnozenie w A; okreélamy jako

(z,a)(y, B) = (zy + ay + Bz, ap).

Przyjmujemy takze ||(z,)|| = ||x|| + |«| oraz e = (0,1). Wéwczas A; jest algebra Banacha
z jedynka i odwzorowanie x — (z,0) jest izometrycznym izomorfizmem A na podprzestrzen
Ay kowymiaru 1.

Definicja 1.5.5. Algebrg Banacha A nazywamy przemienng, jesli dla dowolnych x,y € A
zachodzi xy = yx.

Definicja 1.5.6. Niech A bedzie algebrg Banacha z jedynkq. Niezerowy funkcjonal linio-
wy ¢ nazywamy funkcjonalem liniowo-multiplikatywnym (homomorfizmem zespolonym,), jesli
zachowuje mnozenie, to znaczy speinione jest rownanie

e(zy) = p(x)e(y) dla z,y € A.
Zachodzi proste stwierdzenie.

Stwierdzenie 1.5.7. Niech A bedzie algebrq Banacha oraz element x € A spelnia ||x|| < 1.
Woéwczas

e ¢ — x jest odwracalny.
o |p(z)] <1 dla kazdego funkcjonatu liniowo-multiplikatywnego ¢ na A.

Whniosek 1.5.8. Kazdy funkcjonal liniowo-multiplikatywny na algebrze Banacha A jest cig-
9ly.

Definicja 1.5.9. Niech A bedzie algebrg Banacha. Zbiér elementéw odwracalnych algebry A
bedziemy oznaczaé przez G(A).
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Stwierdzenie 1.5.10. Dla dowolnej algebry Banacha A zbior G(A) jest podzbiorem otwartym
A i jednoczesnie grupg topologiczng.

Mozemy zdefiniowaé juz gtéwne pojecie.

Definicja 1.5.11. Niech A bedzie algebrq Banacha z jedynkg. Dla x € A okreslamy widmo
o(x) elementu x jako zbidr wszystkich liczb zespolonych A € C takich, ze Ae — x nie jest
odwracalny. Dopelnienie o(x) nazywamy zbiorem rezolwenty x. Promieniem spektralnym na-
zywamy liczbe p(x) = sup{|A| : X\ € o(x)}. W przypadku, gdy algebra A nie ma jedynki to
okreslamy widmo w algebrze z dotgczong jedynkq.

Podstawowe wlasnosci spektrum elementu opisuje nastepne twierdzenie.
Twierdzenie 1.5.12. Jesli A jest algebrg Banacha i x € A, to
e widmo o(x) jest niepustym zbiorem zwartym,

e promien spektralny p(x) spelnia réwnanie

o ni: . npt
p(a) = lim [la”|* = inf |la"||7

Whprost z definicji dostajemy rowniez ponizsza uwage
Uwaga 1.5.13. Promien spektralny spelnia nieréwno$é p(x) < ||z||.
Zachodzi klasyczne twierdzenie.

Twierdzenie 1.5.14 (Gelfand-Mazur). Jesli A jest algebrq Banacha, w ktorej kazdy rézny od
zera element jest odwracalny, to A jest izometrycznie izomorficzna z ciatem liczb zespolonych.

Uwaga 1.5.15. Jesli A jest podalgebrg algebry Banacha B, to dla kazdego elementu x €
A zachodzi inkluzja op(x) C oa(z) (widmo w wiekszej algebrze jest zawarte w widmie w
mniejszej algebrze).

Badaniem idealéw maksymalnych bedziemy sie zajmowaé wielokrotnie, wprowadzamy
wiec kolejne definicje.

Definicja 1.5.16. Podzbior M przemiennej algebry zespolonej A nazywamy ideatem, jesli
o M jest podprzestrzenig A.
exyce M, gdyre Aiye M.

Jesli M # A, to M nazywamy idealem wiaSciwym. Idealy wladciwe, ktére nie sq¢ zawarte w
zadnych wiekszych ideatach wlasciwych nazywamy maksymalnyms.

Latwo jest wykazaé¢ nastepne stwierdzenie (korzystajac z otwarto$ci zbioru elementéw
odwracalnych oraz lematu Kuratowskiego-Zorna).

Stwierdzenie 1.5.17. W przemiennej algebrze Banacha A zachodzg nastepujgce fakty
1. Kazdy ideat wilasciwy jest zawarty w pewnym ideale maksymalnym.
2. Idealy maksymalne sq domkniete.

8. Zaden ideal wilasciwy nie zawiera elementéw odwracalnych.
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Whniosek 1.5.18. Domkniecie ideatu wlasciwego jest ideatem wilasciwym.

Definicja 1.5.19. Niech f bedzie funkcjonatem liniowo-multiplikatywnym na przemiennej
algebrze Banacha A. Oznaczmy jedro f przez My = {x € A: f(x) = 0}. Teraz, jesli M jest
ideatem maksymalnym, to oznaczmy przez fur naturalny homomorfizm A — A/M = C. W
ten sposob okreslilismy dwa przyporzedkowania f i My, M w— far.

Dalej otrzymamy réwnowaznos$é ideatéw maksymalnych i funkcjonatéw liniowo-multiplikatywnych.

Twierdzenie 1.5.20. Pomiedzy idealami maksymalnymi algebry A a jej funkcjonalami liniowo-
multiplikatywnymsi istnieje wzajemnie jednoznaczna odpowiedniosé dana przez relacje

[ My (M < fu).

Definicja 1.5.21. Niech A bedzie przemienng algebrg Banacha z jednoscig. Okreslamy prze-
strzen idealéw maksymalnych MM(A) jako zbior wszystkich idealéw maksymalnych (réwnowaz-
nie: zbior wszystkich funkcjonaléw liniowo-multiplikatywnych,).

Definicja 1.5.22. Przeciecie wszystkich idealéw maksymalnych algebry A nazywamy rady-
kalem A i oznaczamy radA. Jesli radA = {0}, to A nazywa sie algebrq pdlprostq.

Mozemy juz zdefiniowaé transformate Gelfanda.

Definicja 1.5.23. Niech M(A) bedzie zbiorem wszystkich zespolonych homomorfizméw prze-
miennej algebry Banacha A. Wzér
Z(h) = h(z)

przyporzadkowuje elementowi x € A funkcje & : M(A) — C. Takie & nazywamy transformatq
Gelfanda x.

W zbiorze idealéw maksymalnych wprowadzamy topologie.

Definicja 1.5.24. Niech A bedzie zbiorem wszystkich & dla x € A. Topologiq Gelfanda na
M(A) nazywamy stabg topologie indukowang przez A (czyli dokladnie obciecie stabej-* to-
pologii do M(A)). Oczywiscie AcC C(OM(A)). Terminem transformacja Gelfanda okreslamy
odwzorowanie x — % algebry A na A.

Nastepne twierdzenie opisuje podstawowe wlasnoéci transformaty Gelfanda.

Twierdzenie 1.5.25. Niech M(A) bedzie przestrzeniq idealéw maksymalnych przemiennej
algebry Banacha A. Zachodzq nastepujace fakty.

1. M(A) jest przestrzeniq zwartq.

2. Transformacja Gelfanda jest homomorfizmem A na podalgebre A algebry C(OM(A)),
ktorego jadrem jest rad(A).

3. Dla kazdego x € A obrazem & jest widmo o(x). Zatem ||%||co = p(z) < ||2||.
7 twierdzenia o wykresie domknietym wynika tatwo nastepne twierdzenie.

Twierdzenie 1.5.26. Jedli ¢ : A — B jest homomorfzimem algebry Banacha A w pdiprostq
algebrq Banacha B, to ¢ jest ciggle.

Definicja 1.5.27. Odwzorowanie x — x* zespolonej algebry A w A nazywamy inwolucjg na
A, jesli posiada ono nastepujgce cztery wlasno$ci dla wszystkich x € A, y € A, A € C:
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2. (\z)* = \a*
3. (xy)* = yra

Definicja 1.5.28. Algebre Banacha A z inwolucjg x — x* spelniajgcg
* 2
|lzz™[] = |||

nazywamy C*-algebrg.

Przemienne C*-algebry maja szczegdlnie prosta strukture, i czym mdéwi twierdzenie Gelfanda-

Najmarka.

Twierdzenie 1.5.29 (Gelfand-Najmark). Przypusémy, ze A jest przemienng C*-algebrq z
przestrzeniq ideatéw maksymalnych M(A). Transformacja Gelfanda jest wowczas izometrycz-

nym *-izomorfizmem A na C(9(A)).

Zauwazmy, ze jesli P jest wielomianem, to nie ma watpliwosci, co oznacza symbol P(x)
dla dowolnego elementu x pewnej algebry A. Tak samo ma sie sytuacja z funkcjami calko-
witymi (jako zmienna wystarczy wstawi¢ element z algebry Banacha). Umotywowani tymi
przyktadami wprowadzmy definicje.

Definicja 1.5.30. Powiemy, Ze funkcja zespolona f okreslona na obszarze A zawartym w
plaszczyinie zespolonej dziata na element x algebry Banacha A, jesli istnieje element f(x) € A
taki, Ze

o(f(2)) = flp(x)) dla o € M(A).

Oczywiscie kazda funkcja catkowita dziata na dowolnym elemencie algebry Banacha. Oka-
zuje sie, ze aby dostaé¢ dzialanie na ustalonym elemencie wystarczy zazada¢ holomorficznosci
w otoczeniu spektrum.

Twierdzenie 1.5.31. Jesli [ jest funkcjg analityczng okreslong na otoczeniu spektrum ele-
mentu x algebry A, to f dziala na elemencie x. Element f(x) jest wyraZony wzorem

foy =3 = [ W,
k=1

— 2mi Jo, U —

gdzie Cy, sq reqularnymi krzywymi zamknietymi otaczajgcymi w sumie wszystkie spojne skia-
dowe o(x).

Przyklady

e Niech X bedzie przestrzenia zwarta. Wtedy przestrzen C(X) funkcji ciaglych na X o

wartosciach zespolonych jest przemienna C*-algebra. Kazdy funkcjonat liniowo-multiplikatywny

¢ na C(X) jest postaci ¢(f) = f(z) dla kazdego f € C(X) oraz pewnego x € X.

e Niech [1(Z) bedzie przestrzeniag Banacha dwustronnych ciagéw sumowalnych z modu-
tem. Wprowadzamy w przestrzeni I'(Z) strukture algebry okreélajac mnozenie dwéch
ciagdw (an)nez, (bn)nez wzorem

o
Ccp = Z Ap—rbi.

k=—00
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W ten sposéb [1(Z) staje sie algebra Banacha z jedynka (8on)nez. Kazdy funkcjonat
liniowo-multiplikatywny na '(Z) jest okreslony jako

(o)

flx) = Z $neim dla pewnego 7 € T i & = (zp)nez-

n=—oo

Przestrzen idealéw maksymalnych mozemy utozsamiaé¢ z okregiem. Transformata Gel-
fanda wyznaczona przez element x € ['(Z) jest postaci

0 .
z(r) = Z e,

n=—oo

e W przestrzeni L'(R) wprowadzamy dobrze znana operacje splotu. Wtedy przestrzen
ideatéw maksymalnych algebry L!(R) mozna utozsamié z prosta. Ponadto transformata
Gelfanda pokrywa si¢ z transformata Fouriera.

Komentarze i odniesienia do literatury. Przystepny wyklad teorii algebra Banacha za-
wierajacy wszystkie wyliczone w tym podrozdziale fakty mozna znalezé w ksiazkach [Rudin3],
[Zelazko.

1.6. Algebra [*(Z)

W tym podrozdziale zbadamy szczegétowo strukture algebry dwustronnych ciagdéw ograni-
czonych [*°(Z). Wykorzystujac wiedze o ultrafiltrach uda Nam si¢ opisaé przestrzen idealéw
maksymalnych tej algebry oraz jako wniosek przestrzen (I°°(Z))".

Wiemy na razie, ze zbiér [°°(Z) z dzialaniami po wspélrzednych jest przestrzenia Banacha
z norma ||an||je(z) = sup,ez [an|. Wprowadzimy teraz w tej przestrzeni strukture algebry z
inwolucja.

Definicja 1.6.1. Niech (an)nez, (bn)nez € I°°(Z). Okreslamy iloczyn ciggow (an)nez, (bp)nez
jako ciag (Cn)nez zadany wzorem

Cp = ayp, - by dla kazdego n € Z.
Inwolucje na algebrze 1°°(Z) okreslamy jako sprzeZenie zespolone kazdej wspdirzedney.

Sprawdzenie stosownych warunkow jest czysta formalnoscia, co prowadzi do nastepujacego
faktu.

Fakt 1.6.2. Przestrzen [°°(Z) z okreslonymi przed chwilg dzialaniami jest przemienng algebrg
z tnwolucyq.

Fatwo dostrzec, ze zachodzi wlasno$é silniejsza.
Fakt 1.6.3. [°°(Z) jest przemienng C*-algebrq.

Dowdd. Istotnie, niech (an)nez € I°°(Z). Wtedy
llan - @nllise(z) = sup |an@n| = sup |an|* = [lan|[fx 2,
neL neEZ
czyli zachodzi warunek z definicji C*-algebry, co konczy dowdd. O
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Ze wzgledu na twierdzenie Gelfanda-Najmarka warto sie zastanowié, jakie sa idealy mak-
symalne algebry [°°(Z). Przeliczalng ich rodzine mozemy podaé bez trudu.

Fakt 1.6.4. Dla kazdego m € Z okreslamy zbior

Iy, = {(an)nGZ Q= O}

Wtedy I, jest ideatem maksymalnym w [°°(Z). Funkcjonalem liniowo-multiplikatywnym od-
powiadajgcym ideatowi I, (to znaczy I, = kerhy,) jest odwzorowanie hy,, : 1°°(Z) — C
zadane wzorem hy,((an)nez) = am.-

Powyzszy fakt jest zupelnie oczywisty, wiec czysto ¢wiczebnego sprawdzenia nie bedziemy
tutaj przeprowadzac.
Poszukajmy jednak innych funkcjonatéw liniowo-multiplikatywnych na [°°(Z). Majac w pa-
mieci wiedze o ultrafiltrach latwo zauwazy¢, ze okresliliémy homomorfizm zespolony dla kaz-
dego idealu gléwnego .# € (Z. Przyporzadkowanie ultrafiltrowi niegtéwnemu (wolnemu)
funkcjonahu liniowo-multiplikatywnego bedzie wymagalo wiecej wysitku.

Definicja 1.6.5. Niech (ap)nez € °°(Z) oraz F € BZ\ Z bedzie ultrafiltrem niegléwnym.
Przyjmijmy oznaczenie a := ||an||j>(z). Skonstruujemy teraz gramice ciggu (an)nez po ultra-
filtrze F, ktorq bedziemy oznaczad

hyr@n Q-

Niech K bedzie kolem o $rodku w zerze i promieniu a - K = {z € C : |z| < a}. Z definicji
normy mamy

an € K dla kazdego n € Z.

Rozwazmy teraz zbiory Ay = {z € C: Rez < 0}NK, By = {2 € C: Rez > 0} N K,
C1=A1NB={2€C:Rez=0}NK (sqto odpowiednio lewe i prawe pélkole oraz Srednica
zawarta w osi urojonej). Okreslmy réwniez odpowiadajace im podzbiory liczb calkowitych,
to znaczy Ay = {n €Z :a, € A1}, Bl={ne€Z:a, € Bi}, Ci ={n€Z:a,c
C1}. Wybierzemy teraz indukcyjnie ciggi zbioréw D,, C C oraz D), C 7 pozwalajgce Nam
zdefiniowaé granice ciggu (ap)nez po ultrafiltrze 7. Oczywiscie zachodzi A} U B} = 7Z. Stad
Ay € F lub By € F. Jesli tylko jeden z tych zbiordw nalezy do ultrafiltru F, to przyjmujemy
za Dy wlasnie ten 2bidr, za$ za Dy podzbidr plaszczyzny zespolonej mu odpowiadajgcy (Aq
odpowiada A} oraz By odpowiada BY). W przeciwnym wypadku, to znaczy gdy oba zbiory
nalezg do F mamy C| = A\ N By € F i okreslamy Dy = C} oraz D1 = Cy. Jedli Dy = Ay,
to w nastepnym kroku rozwazamy zbiory Ay = {z € C: Imz < 0} N Ay, Bo ={z € C:
Imz > 0} N Ay oraz Cy = A2 N Ba (sq to odpowiednio lewa dolna i lewa gérna ¢wiartka kola
K ) i postepujac analogicznie jak w kroku pierwszym definiujemy zbiory Do i D (okreSlajac
oczywiscie wezesniej za pomocq jasnej requly zbiory A, Bh, C4). Sytuacja nie ulega istotnej
zmianie, jesli D1 = By. W przypadku, gdy D1 = Cy postepujemy podobnie rozwazajgc zbiory
Ay ={2€C:Imz<0}NC oraz By={z€ C:Imz>0}NCy, Co = AN Ba. Za pomocqy
tej procedury w sposdb jednoznaczny skonstruujemy cigg zbioréw D,, C C oraz elementéw D),
ultrafiltru F (w kazdym kroku bedziemy na przemian rozwazaé dzielenie poprzedniego na czesé
lewq i prawqg bgdZ gorng i dolng, w przypadkach zdegenerowanych, to znaczy gdy zbior jest
odcinkiem lub punktem nie mamy oczywiscie Zadnego wyboru). Zavwazmy teraz, ze zbiory Dy,
sq zwarte, za$ zbiory D), niepuste (ultrafiltr nie moze zawieraé zbioru pustego). Ponadto cigg
zbiorow Dy, jest zstepujacy, a takze srednice zbioréw D, malejg do zera. Spelnione sq zalozZenia
twierdzenia Cantora (zstepujgcy cigg niepustych zbioréw zwartych o $rednicach malejgcych do
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zera ma przeciecie jednopunktowe), czyli istnieje z € K takie, Ze

ﬁ D,, = {z}.

Okreslamy granice ciggu (an)nez po ultrafiltrze F jako

lima, = z.
F
Zauwazmy najpierw, ze gdyby nasz wyjsciowy ultrafiltr byt gtéwny otrzymaliby$my do-
ktadnie jeden z opisanych w fakcie 1.6.4 funkcjonaléw hy,.

Uwaga 1.6.6. Niech #(m) = {S C Z:m € S} bedzie ultrafiltrem gléwnym. Wtedy opisana
w definicji 1.6.5 granica ciggu (an)nez po ultrafiltrze F wynosi

li = = :
};’nan hm((an)nEZ) am

Nalezy poczyni¢ jeszcze jedna obserwacje.

Uwaga 1.6.7. Dia kazdego ultrafiltru F € B7Z oraz ciggu (an)nez, zachodzi

1%11 an € (an)nGZ-

Dowdd. Niech D), bedzie ciagiem elementéw ultrafiltru takim, jak w definicji 1.6.5. Niech
ap, bedzie dowolnym wyrazem ciagu takim, ze a,, € D; \ Ds. Dalej, wybierzmy wyraz
an, € D\ D3. W ten sposéb dostaniemy podciag (an, )kez, ktory jest zbiezny ze wzgledu na
fakt, iz ciag zbioréw D, jest zstepujacy, a wiec

h;r[n an, € (ap)nez-

Opisana konstrukcja moze byé wykonalna dopiero od pewnego miejsca (na przyktad, gdy
wszystkie wyrazy ciagu naleza do pewnego ustalonego zbioru Dj) badz moze si¢ urwaé po
skonczenie wielu krokach, co prowadzi jednak do wybierania podciagéw (uogélnionych) sta-
tych, co nie nastrecza zadnych trudnosci. O

Zobaczymy teraz, ze zachodzi rowniez twierdzenie odwrotne.

Fakt 1.6.8. Niech (an)nez € I°(Z) oraz z € (an)nez. Wtedy istnieje ultrafiltr F € BZ taki,
ze

lima, = z.

7

Dowdd. Jedli z = a,, dla pewnego n € Z, to mozemy wziaé ultrafiltr gléwny. Zaté6zmy wiec,
ze 2z € (ap)nez \ (an)nez. Zatem istnieje podciag (an, )kez taki, ze

\k1|1£>noo ny, = 2
Rozwazmy zbior S = {ny : k € Z}. Zdefiniujmy teraz rodzine zbioréw . = {A CZ: S C A}.
Sprawdzimy, ze jest to filtr. Rzeczywiscie () ¢ .. Ponadto, jesli B € . oraz B C J, to takze
S C J, awigc J € .. Na koniec wystarczy zauwazy¢, ze jesli Ay, Ay € &, to S C A1 N Ag,
wiec A1 N Ay € . 7Z lematu Kuratowskiego-Zorna istnieje ultrafiltr % zawierajacy 7.
Uzasadnimy, ze

lima, = lim a,, = z.
F lk|—oo  *
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Rozwazmy dwa przypadki. Po pierwsze, moze sie zdarzy¢, ze w jednym ze zbioréw Ay, B
jest tylko skorficzenie wiele elementéw (ay, )xez. Niech na przyklad bedzie to zbiér A;. Wtedy
w zbiorze A} jest tylko skonczenie wiele indekséw podciagu (ng)kez. Jesli A} € Z, to takze
A1 NS € .F, co jest oczywisty sprzecznoscig, bo ten zbior jest skonczony, a zaden ultrafiltr
niegtéwny nie zawiera zbioru skonczonego. Zatem nasza procedura przechodzenia do granicy
po ultrafiltrze zwréci D1 = By. Druga mozliwos$é jest taka, ze oba zbiory Ai,B; zawieraja
nieskonczenie wiele elementéw (ap, )rez. Wtedy definicja granicy po ultrafiltrze daje jeden z
tych zbioréw badz ich przeciecie. Ten przypadek takze nie prowadzi do zadnych problemoéw,
gdyz z definicji granicy ciggu w pewnym momencie zajdzie przypadek pierwszy. Jest jasne,
ze w ten sposéb otrzymamy wlasnie zadany rezultat (wprost z otoczeniowej definicji granicy
ciagu). O

Otrzymujemy teraz wniosek.
Whniosek 1.6.9. Niech (an)nez. Wtedy
U lim an} = (an)nez-
FELBL { 7

Musimy sprawdzié, ze przejscie od ciagu do jego granicy po ultrafiltrze jest funkcjonatem
liniowo-multiplikatywnym.

Stwierdzenie 1.6.10. Niech F € (7 bedzie ultrafiltrem. Wtedy odwzorowanie F : 1°°(Z) —
C okreslone wzorem
-F«anLEZ):lgpan

jest funkcjonatem liniowo-multiplikatywnym.
Dowdéd. Niech A,,, By, beda ciagami zbioréw nalezacymi do .% z definicji liczenia granicy
ciagow (an)nez 1 (bp)nez po ultrafiltrze .#. Tak samo C), niech oznacza zbiory nalezace do
Z odpowiadajace ciagowi (¢, )nez = (an + bp)nez. Przyjmijmy takze

lima, = a, limb, =b, lime, = c.

F F F

Z definicji dla kazdego € > 0 istnieje m € N spelniajace

|limsup a,, — a| <

m

o 5
]hmglﬂfan—a\ < 5

| limsup b, — b| <

m

N | ™ IR

| lim inf b, — b| <
Bm

DN ™

7 wtasnosci granic czeSciowych dostajemy

lim sup ¢, —a—b<limsupy ~p an+limsupy ~p bp—a—b<e.
AmNBm

7 drugiej strony,
liminfa, Ag, cn —a—b>liminfs, Ap, a, —a+liminf4, Ap, by —b > —c.
Ostatecznie dostajemy

limsupy, g, cn —a —b| < e, [liminfy,,nB,,cn —a —b] <e.
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Dla dostatecznie duzych m wybor zbioréw w granicy po ultrafiltrze jest jednoznaczny, co
prowadzi do tezy.

Multiplikatywnosé dowodzimy rozktadajac ciagu na cze$é urojona i rzeczywista, a potem kaz-
da z nich na cze$¢ dodatnia i ujemng, co pozwala sprowadzi¢ do przypadku dwoéch ciggdw
nieujemnych (z addytywnosci). Pézniej nalezy przeprowadzi¢ podobna analize jak poprzed-
nio. Jednorodnosé tatwo jest wywnioskowaé¢ z multiplikatywnosci (utozsamiajac ciag staly ze
stala). O

Otrzymujemy stad wniosek.
Whniosek 1.6.11. 87 jest podprzestrzenig M(I°°(Z)).
Z twierdzenia Gelfanda-Najmarka oraz faktu, iz [*°(Z) jest C*-algebra wynika, ze
[(Z) ~ C(M(I>°(2)).

Korzystajac z tego faktu wykazemy, ze (Z jest cala przestrzenia ideatléw maksymalnych
algebry (*°(Z).

Stwierdzenie 1.6.12. Istnieje homeomorfizm IM(I>°(Z)) ~ BZ.

Dowdd. Okreslamy odwzorowanie VU : [*°(Z) — C(SZ) wzorem

U((an)nez)(F) = h}r\n ap dla (ap)nez € I°°(Z) oraz F € (7.

7 definicji topologii na (87 wyrazenie po prawej stronie jest funkcja ciagla. Granica po ul-
trafiltrze jest funkcjonalem liniowo-multiplikatywnym, co prowadzi do wniosku, iz ¥ jest
homomorfizmem algebr. Obie wystepujace tu algebry sa pétproste, wiec jest to homomorfizm
ciagly. W polaczeniu z twierdzeniem Gelfanda-Najmarka mamy C(9(I*°(Z))) € C(BZ) (jako
podprzestrzen topologiczna). Teraz juz tatwo dostajemy M (I°°(Z)) C SZ (jako podprzestrzen
topologiczna). W polaczeniu z inkluzja odwrotna dostajemy teze. O

Mozemy teraz podaé trzy ciekawe wnioski. Pierwszy wynika wprost z twierdzenia Gelfanda-
Najmarka.

Whniosek 1.6.13. Istnieje izometryczny izomorfizm I°°(Z) ~ C(BZ).
7 twierdzenia Riesza otrzymamy nastepna obserwacje.
Whniosek 1.6.14. Zachodzi nastepujacy opis przestrzeni sprzezonej do [°°(7Z)
(I(2))" ~ M(BZ).

Korzystajac z opisu dzialania ultrafiltréw na ciggach ograniczonych uzyskujemy kolejny
wynik.

Whniosek 1.6.15. Niech (ap)nez € 1°(Z). Wowczas

J((an)’nEZ) = (an)nGZ-

Komentarze i odniesienia do literatury. Przestawione w tym podrozdziale fakty sa
powszechnie znane, lecz nie potrafie podaé¢ stosownego zrddia.
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1.7. Algebra L'(T)

W tym podrozdziale podamy dobrze znane wlasnosci algebry L!(T) oraz zbadamy przestrzeh
ideatéw maksymalnych tej algebry.
Zaczniemy od definicji wspotczynnikéw Fouriera funkcji catkowalnych na okregu.

Definicja 1.7.1. Niech f € LY(T) oraz n € Z. Okreslamy n — ty wspétczynnik Fouriera
wzorem

L pyemintar
-— e
2w Jo

oraz formalnie szereq Fouriera funkcji f wzorem
0 o~ .
fre X0 fe™,
n=-—o0o
symbol ~ stuzy podkreslaniu, ze funkcja f jedynie wyznacza swadj szereq Fouriera.
Zdefiniujemy teraz splot funkcji catkowalnych.

Definicja 1.7.2. Niech f,g € L'(T). Okreslamy splot funkcji f i g wzorem

(Fe9)=5 [ 5t -

Ponizsze twierdzenie opisuje podstawowe wlasnoéci wspotczynnikow Fouriera oraz splotu.

Twierdzenie 1.7.3. Niech f,g,€ L'(T), a € C oraz n € Z. Zachodzq nastepujace fakty

1. [+ g(n) = f(n) +3(n).

o~

2. af(n) =af(n).

3

4. Oznaczmy f-(t) = f(t— 1) dla T € T. Wtedy f,(n) = f(n)e=™".
5

6

o~

VOIS FIFATEE

. Splot fxg jest elementem L' (T) oraz zachodzi nierdwnos¢ || fxg|| Loy < |[flpremyllgllrr)-

Ponadto prawdziwy jest wzor m(n) = f(n)ﬁ(n)
7. Operacja splotu na L'(T) jest przemienna, lgczna i rozdzielna wzgledem dodawania.
8. Niech x"(t) = €™, wtedy zachodzi nastepujacy wzér (x * f)(t) = f(n)e™.

Prostego dowodu tego twierdzenia nie bedziemy tutaj przedstawiaé, gdyz wieksza czesé
faktéw w nim zawartych zostanie wykazana w wigkszej ogélnosci (dla miar). Wyciagniemy
jednak pewne wnioski.

Whiosek 1.7.4. Niech fj, f € LY(T) oraz 1fi=Flleriery — 0 przy j — oo, to widehat f(n) —

f(n) jednostajnie przy j — oc.

Whniosek 1.7.5. LY(T) jest przemienng algebrq Banacha z mnozeniem w charakterze splotu.
Whiosek 1.7.6. Dla kaidego n € 7 odwzorowanie L*(T) > f f(n) € C jest funkcjonatem
liniowo-multiplikatywnym algebry L'(T).
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Zobaczymy teraz, ze wspotczynniki Fouriera rozdzielaja punkty algebry L!(T).
Fakt 1.7.7. Niech f € L'(T). Jesli dla kazdego n € Z zachodzi f(n) =0, to f = 0.

Podobnie jak poprzednio, dowéd dla miar zawiera w sobie ten przypadek, wiec nie be-
dziemy go tutaj przedstawia¢. Otrzymujemy stad nastepny wniosek.

Whiosek 1.7.8. Algebra L*(T) jest algebrq pélprostq.
Wykazemy teraz wazny w dalszych zastosowaniach lemat Riemanna-Lebesgue’a.

Twierdzenie 1.7.9 (Lemat Riemanna-Lebesgue’a). Niech f € L'(T). Wéwczas

Dowdd. Teza jest oczywista, jesli f jest wielomianem trygonometrycznym (wtedy ma tyl-
ko skonczenie wiele niezerowych wspoélczynnikéw). Ustalmy ¢ > 0 i dobierzmy wielomian
trygonometryczny P taki, ze ||f — P||p1(r) < e. Teraz widzimy latwo, ze

~

Fm) < |T = P(n)| +|P(n)] < e+ [P(n)].

~

Przechodzac z n — 400 uzyskujemy |f(n)| < €, co z dowolnosci € konczy dowdd. O
Whiosek 1.7.10. Algebra L'(T) nie ma jedynksi.

Dowdd. Istotnie, zatézmy, ze istnieje h € LY(T) takie, ze dla kazdego f € LY(T) zachodzi

~

f*xh = f. Wtedy dla kazdego n € Z musialoby by¢ f(n)h(n) = f(n). Biorac za f kolejne
charaktery x" uzyskaliby$émy, ze h(n) = 1 dla kazdego n € Z, co przeczy lematowi Riemanna-
Lebesgue’a. O

We weczedniejszym wniosku zauwazylidémy, ze operacja brania danego wspétczynnika Fo-
uriera jest funkcjonatem liniowo-multiplikatywnym na L' (T). Wykazemy teraz, ze sa to jedyne

funkcjonaly liniowo-multiplikatywne na tej algebrze.

Fakt 1.7.11. Kazdy funkcjonal liniowo-multiplikatywny na L*(T) jest postaci f — f(n) dla
pewnego n € Z, a wiec M(LY(T)) = Z.

Dowéd. Rzeczywiscie, kazdy funkcjonat ciggly ¢ na L'(T) jest zadany przez pewien element
h € L>=(T), a wiec jest postaci

o(f) = [ F@hdt dia f € L(T).
T
Sprawdzimy teraz multiplikatywnosé. Niech f,g € L'(T). Wtedy
ol +9) = [(7 )t = [ [ (¢ —wgluh(t)dudt -
— [t ([ sutopde) du= [ gwi(rdn

Z drugiej strony,
P(Nele) = #(f) [ gwh(u)du.
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Zatézmy teraz, ze o nie znika tozsamosciowo i wezmy f € L!(T) takie, ze ¢(f) # 0. Réwnosé
zachodzi dla dowolnej funkcji g € LY(T), a wiec o(f)h(u) = ¢(f.). Korzystajac z ciaglo-
Sci operatora przesuniecia oraz ciagglosci ¢ mozemy zalozy¢, ze h jest funkcja ciagla. Dalej
otrzymujemy

e(N)h(z +y) = e(fary) = o((f2)y) = ©(fo)h(y) = o(f)h(2)h(y).

Zatem h(z +y) = h(z)h(y) dla z,y € T. Jest to znane réwnanie funkcyjne, ktérego jedynym
niezerowym rozwiazaniem jest funkcja h(z) = e*' dla pewnego t € C. Ponadto musi byé to
funkcja dobrze okreglona na okregu, wiec h(x) = e~* dla pewnego n € Z, czyli

o(f) = /Ef(t)e_i"tdt = f(n) dla pewnego n € Z,

co konczy dowdd. O

Przejdziemy teraz do badania spektrum funkcji f € L'(T). Zgodnie z wnioskiem 1.7.10
algebra L!(T) nie ma jedynki, wiec musimy ja w nig wyposazy¢.
Rozwazamy wiec algebre L'(T) @ {ad}. Zamiast stosowaé¢ kanoniczng procedure dodawania
jedynki bedziemy mysle¢ o naszej algebrze jako podalgebrze algebry M(T), a wiec kazdy
element bedzie postaci f + ad dla pewnego f € L'(T) oraz a € C ze zwyklym dodawaniem
oraz mnozeniem wedlug reguty

(f+ad)x(g+60)=fxg+Bf+ag+apddla f,ge LY(T) oraz a, 5 € C.

Bez trudu zauwazamy, ze funkcjonaly liniowo-multiplikatywne, ktére znalezliSmy wczedniej
rozszerzaja si¢ w przewidywalny sposéb dajac przeliczalng rodzing h, € MM(LY(T) @ {A\d}),
gdzie h,, dla n € Z jest okreslony wzorem (poprawnosé¢ tej formuly wynika tatwo z liniowo-
Sci oraz faktu, iz kazdy funkcjonal liniowo-multiplikatywny przyjmuje warto$é 1 na jedynce
algebry). R
hn(f +ad) = f(n) + a.

Pozostaje znalezé pozostale homomorfizmy zespolone. Nie jest to trudne, gdyz zgodnie z
faktem 1.7.11 kazdy funkcjonal liniowo-multiplikatywny rézny od h, musi zerowaé si¢ na
calej podalgebrze L!(T). Widaé¢ juz teraz (ze wzgledu na liniowo$é jest wyznaczony przez
warto$é na 0), ze istnieje tylko jeden taki homomorfizm zespolony i jest on postaci

hoo(f + @d) = a.
Podsumujmy nasze rozwazania w stwierdzeniu.

Stwierdzenie 1.7.12. Kazdy funkcjonal liniowo-multiplikatywny na (LY (T) @ {\6}) jest
postaci hy, dlan € Z lub heo. Zatem dla dowolnego f € L'(T) zachodzi

~ ~

o(f) = f(Z) U{0} ={f(n) : n € Z} U{0}.

Druga czes¢ powyzszego stwierdzenia wynika wprost z faktu, iz spektrum dowolnego ele-
mentu jest obrazem transformaty Gelfanda wyznaczonej przez ten element.
Ten podrozdzial zakonczymy ustaleniem struktury topologicznej przestrzeni idealéw mak-
symalnych algebry LY(T) & {\§}. Zgodnie z wczeéniejszymi wynikami O (LY(T) @ {\d}) =
Z U {co}. Bedziemy potrzebowaé nastepujacego lematu méwiacego, iz topologia przestrzeni
zwartej jest "sztywna”, to znaczy nie mozna jej ostabi¢, aby nie utraci¢ aksjomatu oddzielania
Hausdorffa.
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Lemat 1.7.13. Niech (X, 1) bedzie przestrzenig Hausdorffa oraz (X, o) bedzie przestrzeniq
zwartg. ZalozZmy ponadto, Ze 71 C To. Wiedy 11 = To.

Przyda nam sie réwniez nastepujacy prosty fakt.

Fakt 1.7.14. Niech X bedzie zbiorem oraz F rodzing odwzorowan prowadzgcych z X do C.
Jesli rodzina odwzorowan F rozdziela punkty, to staba topologia indukowana na X przez te
rodzine jest topologiq Hausdorffa.

Mozemy teraz przejs¢ do koncowego wyniku.

Stwierdzenie 1.7.15. Przestrzen ideatéw maksymalnych algebry L'(T) @ {\§} jest home-
omorficzna z jednopunktowym uzwarceniem przestrzeni dyskretnej Z.

Dowdd. Przyjmijmy oznaczenie A = L'(T) @ {\d}. Poniewaz

lim f(n)=0

In|—o0

transformata Gelfanda dowolnego f € L!(T) jest funkcja ciagta w topologii przestrzeni Z U
{o0}, a zatem A C C(Z U {oc}), czyli slaba topologia indukowana na Z U {co} przez rodzine
odwzorowan A jest stabsza niz topologia na Z U {oo}. Bez trudu dostrzegamy, ze A rozdziela
punkty Z U {oo} (wystarczy w tym celu rozwazy¢ charaktery oraz element §). Zatem slaba
topologia indukowana na Z U {co} przez rodzine odwzorowan A jest topologiag Hausdorffa
(fakt 1.7.14). Korzystajac z lematu 1.7.13 otrzymujemy réwnosé tych topologii, co konczy
dowdd. O

Komentarze i odniesienia do literatury. Wieksza czes¢ faktow, ktére zostaly tutaj
podane mozna znalezé w ksiazkach [Katznelson|, [Helson]. Analiza przestrzeni idealéw mak-
symalnych algebry L!(T) jest wzorowana na tej, co w pozycjach [Rudin],[Rudin2].

1.8. Szeregi Fouriera

Bedziemy korzystaé ze znanych wtasnodci szeregéw Fouriera. W szczegdlnosci, kilkakrotnie
uzyjemy jader Fejera, czy de la Valee Poussina. Istotne tez bede dla nas wtasnosci szeregow
Fouriera funkcji catkowalnych z kwadratem.

Zacznijmy od definicji jadra aproksymacyjnego.

Definicja 1.8.1. Jgdrem aproksymacyjnym nazywamy cigg funkcji (kn)neny € C(T) spetnia-
Jjacy ponizsze warunki

1.
1 2

— kn(t)dt = 1.
o J, )

2. Istnieje stata C > 0 taka, zZe dla kaidego n € N zachodzi ||ky||cm) < C.

3.
) 27—0
Vo<s<n nh—>n<§o/5 |kn(t)]dt =0

i

Zachodzi wazne twierdzenie uzasadniajace termin ”jadra aproksymatywne”.
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Twierdzenie 1.8.2. Niech X = LP(T) dla1 < p < oo lub X = C(T) oraz niech cigg (kn)nen
bedzie jadrem aproksymatywnym. Wtedy dla kazdego f € X zachodzi

lim ||f %k, — f||x = 0.
n—oo
Waznymi przyktadami jader aproksymacyjnych sg jadra Fejera i de la Valee Poussina.
Definicja 1.8.3. Jadrem Fejera nazywamy cigg funkcji K,, € C(T) okreslony wzorem

n . :on+l1 2
|7] > - 1 sin 5=t

K,(t) = E 1———— eV = .
() ( n+1 n+1\ singt

j=—n

Jadrem de la Valee Poussina nazywamy cigg Vy(t) = 2Kony1(t) — K, (2).
Kazde z tych jader ma swoje zalety. Z naszego punktu widzenia istotny jest ponizszy fakt.

Fakt 1.8.4. Jgdra Fejera i de la Vallee Poussina sq jgdrami aproksymacyjnymi (w szcze-
golnosci ||Kan||r1(ry- Ponadto, ciggi (Kn)nen, (Vn)nen s¢ ciggami wielomiandw. Zachodzi
rowniez nastepujgca wlasnosé

Vo) =1dia |j| <n+1.
Wynika stad ponizszy wniosek.
Whniosek 1.8.5. Jesli X = LP(T) (1 <p < oo)lub X = C(T), to dla kazdego f € X zachodzi

Jim [|f Ky — fllx =0 oraz lim [|f+V, — f|lx =0.

W zwiazku z tym jadra de la Valee Poissena moge stuzy¢ do znalezienia ciagu wielomianéw
zbieznego do danej funkcji o tych samych wspoélczynnikach Fouriera, co funkcja graniczna
(mamy tu na mysli ciag (Vi * f)nen, ktére ma te same wspdlczynniki Fouriera, co f dla
|7] < n + 1). Dalej, korzystajac z faktu, ze wymienione wyzej jadra aproksymacyjne sa
wielomianami uzyskujemy

Twierdzenie 1.8.6 (Weierstrass). Zbior wielomiandw jest gesty w przestrzeni funkcji cig-
gtych na okregu.

Zakonczymy ten podrozdzial wymienieniem waznych wtasnosci szeregéw Fouriera funkcji
catkowalnych z kwadratem.

Twierdzenie 1.8.7 (Riesza-Fischera). Dla kazdego (an)nez € [*(7Z) istnieje f € L*(T)
spelniajgce R
f(n) = a, dla kazdego n € N.

Zachodzi rowniez twierdzenie ogélniejsze.

Twierdzenie 1.8.8. Odwzorowanie § : L2(T) — 2(Z) okreslone wzorem F(f) = (f(n))nez
jest izometrycznym izomorfizmem liniowym. W szczegélnosci zachodzi tozsamosé || f|[ 2ty =

1 ()2 dla f € LA(T).

Do tozsamosci || f||z2(ry = |[f(n)|[;2(z) bedziemy odnosi¢ si¢ jako do tozsamosci Parsevala.

Komentarze i odniesienia do literatury. Opisane w tym podrozdziale fakty sa po-
wszechnie znanymi podstawami analizy harmonicznej. Wszystkie wymienione twierdzenia,
fakty i wnioski wraz z dowodami mozna znalezé¢ w ksiazkach [Helson], [Katznelson].
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Rozdziatl 2

Podstawowe wtlasnosci algebry M (T)

2.1. Rézne definicje splotu

Zdefiniowalidmy juz M(T) jako przestrzen unormowang regularnych miar borelowskich na
okregu i uzywajac twierdzenia Riesza uzasadnilidémy, ze jest to przestrzen Banacha. Zadamy
teraz na M (T) strukture algebry. Bedziemy cz¢sto pomija¢ indeks normy, wiec |[u|| = ||| ar¢r)
dla pp € M(T).

Definicja 2.1.1. Niech u, A € M(T) oraz niech 1 x \ bedzie miarg produktowqg na T? = T x T.
Z kazdym zbiorem borelowskim E € T zwigimy 2bior By = {(z,y) € T? : 2 +y € E}. Wtedy
E(9) jest borelowskim podzbiorem T2. Okreslamy splot miar jn i A\ wzorem

(n* A)(E) = (1 x M) (E()) dla borelowskich £ C T.

W ponizszym twierdzeniu udowodnimy podstawowe wtasnosci zdefiniowanej przed chwila
operacji.

Twierdzenie 2.1.2. Niech i, A € M(T). Wtedy
1. p*xXe M(T).
2. Splot jest przemienny, lgczny i rozdzielny wzgledem dodawania.
Bl A<l [IA-

Dowdd. 7 twierdzenia o rozkladzie Jordana widzimy, ze punkt 1. wystarczy dowodzié¢ dla
miar nieujemnych. Skoro p x A jest miara na T2 to oczywiscie (u* A\ (E) = S (1 * \)(E;),
jesli F jest suma parami roztacznych zbioréw borelowskich E; (i = 1,2,...). Zatem p* \ jest
miara. Pozostaje sprawdzi¢ regularnoé¢. Jedli F jest podzbiorem borelowskim T i ustalimy
e > 0, to regularnos¢ u x A pokazuje, ze istnieje zbior zwarty K C E(9) spelniajacy

(1 X A)(EK) > (ux A)(Eg) —e.

Jesli C jest obrazem K przy odwzorowaniu (z,y) — x + y, to C' jest zwartym podzbiorem
E, K C C(y), a zatem

(1 M)(0) = (1 x N(Cey) > (1 x N(E) > (1 N)(E) <.

To konczy dowodd pierwszego warunku regularnoéci miary. Warunek drugi uzyskujemy z po-
wyzszego rozumowania przez przejscie do dopetnien, co konczy dowdd punktu 1.
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Ze wzgledu na przemiennos$¢ T warunek z +y € E jest réwnowazny warunkowi y +x € F, a
wiec p* A = A x u. Najprostszy dowdd tacznoéci prowadzi przez rozszerzenie definicji splotu
do n miar u1, ..., u, € M(T). Podobnie jak wczesniej z kazdym zbiorem borelowskim E C T
zwigzujemy zbiér
E(n) :{(wl,...,mn) ez +...+x, EE}
i okredlamy
(1 po ook pn) (E) = (pa X pz XX pn) (Ey),

gdzie miara po prawej stronie to zwykla miara produktowa na T". Teraz taczno$é¢ splotu
wynika wprost z twierdzenia Fubiniego. Rozdzielno$¢ splotu wzgledem dodawania jest jasna
z definicji i nie bedziemy sie nad tym zatrzymywac¢. Dowdd czesci 2. zostal wiec zakonczony.

Niech x g oznacza funkcje charakterystyczna zbioru borelowskiego E C T. Definicja (u*\)(E)
jest rownowazna réwnaniu

Loxwdtusn) = [ [ xota+ pdu@yir).

Zatem, jesli f jest funkcjg prosta, to otrzymujemy

| sdn = [ [ 1@+ pdu@ar) (2.1)

Kazda ograniczona funkcja borelowska jest jednostajna granicg ciggu funkcji prostych, wiec
powyzsza réwnosé zachodzi dla dowolnej ograniczonej funkeji borelowskiej f (te réwnosé
mozna traktowaé jako definicje splotu - szczegély dalej). Wezmy teraz dowolng ograniczona
funkcje borelowska taka, ze | f(x)| < 1 dla wszystkich z € T. Wtedy | [; f(z+y)du(z)] < |||
dla wszystkich y € T, wiec prawa strona rownania 2.1 nie przekracza ||u|| - [|A|], co konczy
dowdd czesci 3. O

Definicja 2.1.3. Okreslamy delte Diraca w punkcie 7 € T jako miare o masie 1 skupionej w
punkcie T, czyli 6-(F) =1, jesli 7 € E oraz 6-(F) = 0 w przeciwnym przypadku.

Moéwiac o delcie Diraca w zerze bedziemy czesto pomija¢ dolny wskaznik, czyli 6 = dg. Bez
trudu dostrzegamy, ze jest to element neutralny dla mnozenia splotowego (to znaczy spelnia
0 % p = p dla kazdego p € M(T)), co prowadzi do ponizszego wniosku.

Whniosek 2.1.4. M(T) jest przemiennqg algebrg Banacha z jedynkq, jesli mnozenie zdefiniu-
jemy jako splot.

Umotywowani trzecig czedcia dowodu twierdzenia 2.1.2 podamy teraz inna definicje splotu
przypominajaca definicje splotu funkcji. Zaczniemy od prostszego przypadku - to znaczy, gdy
jedna z miar jest zadana przez funkcje ciagta.

Definicja 2.1.5. Niech h € C(T). Okreslamy splot miary p € M(T) z funkcjg h jako funkcje
ctgglg wzorem

(u*h)( / h(z —t)du(t)
Mozemy teraz zdefiniowaé splot dwoch miar.

Definicja 2.1.6. Niech p,v € M(T). Splotem miar u * v nazywamy miare, ktdrej wartosé
jako funkcjonatu liniowego na funkcji h € C(T) wynosi [ * (v * h)](0).

Sprawdzimy teraz, ze powyzsza definicja jest poprawna.
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Fakt 2.1.7. Wzor z definicji 2.1.6 okresla ciggly funkcjonal liniowy na C(T) o normie spel-
niajgeej nieréwnosc || * v|| < ||ull - ||v||-

Dowdd. Oczywiscie okreslone przyporzadkowanie zadaje funkcjonat liniowy, pozostaje wiec
sprawdzi¢ ograniczono$¢ i nieréwnosé multiplikatywna. Z definicji mamy nieréwnosé

[k (v % R)(O)] < [[pl[[|v * Affoo-

Dalej, korzystajac z definicji splotu miary z funkcja mamy ||v * h||s < [|V]|||}]|c0. Co osta-
tecznie doprowadza nas do nieréwnoéci

[l ]| < lel]]v]]

konczacej dowdd faktu. O

Jest jasne, ze rozpisanie calek wystepujacych w tej definicji p * v doprowadzi do réwnania
2.1, a wiec obie definicje sa rownowazne.
Stosujac twierdzenie Fubiniego badZz wybierajac ciag funkcji zbieznych do funkcji charakte-
rystycznej ustalonego zbioru domknietego E otrzymamy, korzystajac z regularnosci, kolejna
definicje splotu miar.

Definicja 2.1.8. Niech p,v € M(T). Splot miar pu, v mozemy okresli¢ réwnoscig

(nxv)(E) = / w(E —t)dv(t) dla dowolnego borelowskiego E C T.
T

Komentarze i odniesienia do literatury. Pierwsza definicja splotu pochodzi z ksiazki
[Rudin3]. Opis splotu taki, jak w definicji 2.1.6, jest szczegdlowo przedstawiony w ksiazce
[Helson|. W kazdej z ksiazek [Rudin3|, [Helson|, [Katznelson| definicje 2.1.6, 2.1.8 sa uzywane
zamiennie.

2.2. Proste twierdzenia strukturalne

Zauwazmy, ze dowolna funkcja f € L'(T) zadaje miare s € M(T) wzorem

ur(B) = [ f@)d.

Oczywiscie taka miara jest absolutnie ciagta. Odwrotnie, z twierdzenia Radona-Nikodyma
wynika, ze kazda miara absolutnie ciagta € M(T) jest postaci py dla pewnego f € LY(T).
Pamietajac, ze ||f]|r1(ry = ||1f|| mozemy traktowaé LY(T) jako podzbiér M (T).

Zajmiemy sie teraz wlasnoSciami typowych idealéw i podalgebr M(T). W tym celu wpro-
wadzimy oznaczenia M, (T) oraz My(T) oznaczajace odpowiednio zbiér miar ciaglych i zbiér
miar dyskretnych.

Twierdzenie 2.2.1. Zbiory L'(T), My(T), M.(T) majq nastepujgce wlasnosci.
1. LYT) i M.(T) sq domknietymi ideatami w M(T).

2. My(T) jest domknigtq podalgebrg M (T).
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Dowdd. Skorzystamy z trzeciej definicji splotu (definicja 2.1.8), czyli
(LxA)(F) = / w(E — y)dA(y) dla kazdego borelowskiego E C T.
T

Niech teraz p bedzie absolutnie ciagla i niech |E| = 0. Wtedy |E — y| = 0 dla kazdego y € T.
Zatem p(FE —y) = 0, a wiec takze (u* M) (E) = 0 dla kazdego A € M(T). Stad p * X jest
absolutnie ciagla, a wiec L'(T) jest idealem w M(T). Ponadto ||f|[r1r) = [[pyl], a wiec
zupetnoéci L!(T) wynika teraz domknietosé ideatu miar absolutnie ciagtych.

Fakt, iz miary ciagte tworza ideal jest oczywisty z uzywanej w tym dowodzie definicji splotu
(biorac dowolny przeliczalny zbiér E widzimy, ze o ile p jest ciagla, to dla kazdego y € T
w(E —y) =0, a wiec (u* \)(F) =0, stad p* A jest miara ciagla dla kazdego A € M (T)).
Pozostaje sprawdzi¢ domknietosé tego ideatu. Niech E bedzie zbiorem przeliczalnym oraz
wezmy ciag u, € M.(T) takich, ze ||p, — p|| — 0. Wtedy

n(E)| = (1 = pn) (E)| < [ = pn|(E) < [|p = pnl]-

Zatem p(E) =0, a wiec p € M(T), czyli M.(T) jest ideatem domknietym.
Czes¢ 2. wynika w prosty sposéb z faktu, iz splot dwoch miar dyskretnych jest miara dys-
kretna. O

Komentarze i odniesienia do literatury. Informacje zawarte w tym podrozdziale po-
chodza w calosci z ksiazki [Rudin3].

2.3. Wspolczynniki Fouriera-Stieltjesa miary
W tym podrozdziale zbadamy najprostsze wlasnoéci zasadniczego dla naszych rozwazan na-
rzedzia - wspbétezynnikéw Fouriera-Stieltjesa miary. Zacznijmy od definicji.

Definicja 2.3.1. Niech € M(T). Dla liczby calkowitej n € 7 okreslamy n-ty wspélczynnik
Fouriera-Stieltjesa miary wzorem

fitn) = [ e (o)

Cigg (11(n))nez nazywamy ciggiem Fouriera-Stieltjesa miary. Jest to cigg ograniczony, dla
ktdrego spelniona jest nieréwnosé ||| zy < ||| pe(r)-

Zauwazmy, ze [i(n) jest wartoscia p traktowanego jako funkcjonal na C(T) na funkcji

ciaglej x ™" (X"(t) = e="™), czyli fi(n) =< p, x " >.
Wygodnie bedzie przyjaé¢ oznaczenie na zbior tych ciagdw, ktdre sa ciagami Fouriera-Stieltjesa
pewnej miary p € M(T), co prowadzi do nastepnej definicji.

Definicja 2.3.2.

B(Z) = {(an):2 €l™(Z) : ap, = pi(n) dla pewnego p € M(T) oraz kazdego n € Z}

n=—oo

W nastepnym podrozdziale podamy warunek konieczny i dostateczny dla ciagu (a,)nez €
[>°(Z), aby byt on elementem B(Z).
W ponizszym twierdzeniu zbadamy podstawowe wlasnoéci wspélczynnikéw Fouriera-Stieltjesa
miary.

Twierdzenie 2.3.3. Niech o, u, A\ € M(T).

34



1. Jesli o = px X, to 6(n) = fi(n) - X(n) dlan € Z. Zatem odwzorowanie i — fi(n) jest
funkcjonatem liniowo-multiplikatywnym na M(T).

2. Zbior B(Z) jest zamkniety na przesuniecia, mnozenie przez charaktery oraz na sprze-
zenie zespolone.

Dowdd. Ustalmy n € Z. Korzystajac z drugiej definicji splotu (definicja 2.1.6) mamy

a(n)z/TF 25 ) (2 // ~in@+y) gy (2)d\(y) =

= / e dp(x) / e~"™d\(y) = fi(n) - 3‘(”)
T T

Zatem odwzorowanie p — fi(n) jest multiplikatywne. Liniowo$¢ tego odwzorowania wynika
wprost z definicji, co konczy dowdéd punktu 1.

Dla dowodu punktu 2. wezmy dowolna miare € M(T) oraz liczbe ng € Z i rozwazmy miare
A € M(T) okre$long réwnoscia dA(z) = ™% du(z). Wtedy A(n) = fi(n — ng), czyli B(Z) jest
zamkniete na przesuniecia. Teraz okreslmy miare A € M(T) wzorem A\(E) = pu(E — z) dla
z € T, wiedy A(n) = e™Ji(n) dla kazdego n € Z, a wiec B(Z) jest zamknicte na mnozenie
przez charaktery. Na koniec, rozwazmy inwolucje na M(T), czyli miare a(E) = u(—FE).
Wtedy dla kazdego n € Z mamy ﬁ(n) = fi(n), co pokazuje, ze zbiér B(Z) jest zamkniety na

sprzezenie zespolone i konczy dowdd. O

Zauwazmy, ze w dowodzie drugiego punktu sformutowaliSmy formalne operacje przecho-
dzenia od ciggu Fouriera-Stieltjesa do ciggu Fouriera-Stieltjesa miary powstatej przez typowe
operacje takie, jak przesuwanie, mnozenie przez charaktery i branie inwolucji na algebrze
M(T), co prowadzi do nastepujacego wniosku.

Whniosek 2.3.4. Niech pn € M(T). Zachodzq nastepujgce wzory.

o Jesli miara A\ € M(T) spelnia dA(z) = e™%du(x), to A(n) = [i(n—no) dla kazdego n €
Z (mnozeniu miary przez charakter odpowiada przesuwanie wspdlczynnikéw Fouriera-
Stieltjesa).

o Jesli miar N € M(T) jest okreslona réwnoscig N(E) = u(E — x) dla x € M(T), to
)\(n) = e"[i(n) dla n € Z (przesuwaniu miary odpowiada mnozenie wspélczynnikéw
Fouriera-Stieltjesa przez charakter).

o Jesli i(E) = u(=E), to i(n) = fi(n) dla kaidego n € Z (inwolucji na algebrze M(T)

odpowiada sprzezenie wspdlczynnikéw Fouriera-Stieltjesa miary).

Bez trudu mozemy sprawdzié¢, ze odwzorowanie p — i jest inwolucja na algebrze M (T),
dzieki czemu mozemy wprowadzi¢ nastepna definicje.

Definicja 2.3.5. Algebra M(T) wraz z odwzorowaniem 1 — [ jest algebrq Banacha z inwo-
lucjg.

Zobaczymy teraz, iz wspdlczynniki Fouriera-Stieltjesa rozdzielaja punkty algebry M (T).
Fakt 2.3.6. Niech € M(T). Jesli fi(n) =0 dla kazdego n € Z, to u = 0.

Dowdd. Traktujac miare p jako funkcjonal liniowy ciagly na M(T) mamy z zalozenia <
w, X" >= 0 dla kazdego n € Z. Korzystajac z liniowosci otrzymujemy réwnosé < u, P >=0
dla dowolnego wielomianu trygonometrycznego P. Wezmy teraz f € C(T). Korzystajac z
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gestosci wielomianéw trygonometrycznych w C(T), wiemy, ze istnieje ciag wielomianéw P,
spelniajacy

Jim [P, — fllcr) = 0.

Z ciaglosci miary rozumianej jako funkcjonal na M(T) uzyskujemy
<, f>=<p, lim Py, >= lim <u, P, >=0.
m—0o0 m—0o0
Zatem p zadaje zerowy funkcjonal na C(T), co prowadzi do konkluzji p = 0. O

Dostajemy wiec wniosek.
Whniosek 2.3.7. Algebra M(T) jest algebrg pélprostq.

Zajmiemy sie teraz miarami absolutnie cigglymi i udowodnimy analogon lematu Riemanna-
Lebesgue’a. Najpierw podamy prosta uwage.

Uwaga 2.3.8. Niech u = py € M(T) bedzie miarg absolutnie cigglq z gestosciq f. Wtedy

~

dla kazdego n € Z zachodzi ji(n) = f(n).
Mozemy juz przejé¢ do dowodu waznego twierdzenia.

Twierdzenie 2.3.9. Jesli u € M(T) jest miarg absolutnie cigglq wzgledem miary Lebesgue’a,
to

lim z(n)=0.

n—+oo

Dowéd. 7 twierdzenia Radona-Nikodyma istnieje f € L'(T) spetniajace

u(E) = / f(z)dx dla E C T borelowskich.
E

~

Zgodnie z wczesniejszymi uwagami mamy f(n) = f(n) dla kazdego n € Z. Stad teza wynika
z lematu Riemanna-Lebesgue’a. O

Ten podrozdzial zakonczymy obserwacja dotyczaca uzytecznosci wspotczynnikéw Fouriera-
Stieltjesa przy badaniu stabej* zbieznoSci miar wynikajaca z gestoéci wielomianéw trygono-
metrycznych w C(T) oraz twierdzeh pierwszego rozdzialu.

Fakt 2.3.10. Niech (pin)nen, p € M(T). Cigg (pn)nen 2biega stabo™ do miary p wtedy i tylko
wtedy, gdy

Viez nlirgo fin(k) = fi(k) oraz cigg norm ||un||ar(ry jest ograniczony

Komentarze i odniesienia do literatury. W przygotowaniu tego paragrafu wzorowatem
sie gtéwnie na ksiazce [Rudin3]. Podobne informacje mozna oczywiscie znalezé w ksiazkach
[Helson], [Katznelson].
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2.4. Ciagi dodatnio okreslone

Zbadamy teraz bardzo istotna wtasnos$¢ ciagow liczbowych - dodatnia okreslonos¢. Pozwoli
ona sformulowaé warunek konieczny i wystarczajacy na przynaleznosé ciagu do zbioru B(Z)
(zbioru transformat Fouriera-Stieltjesa miar). Zacznijmy od definicji.

Definicja 2.4.1. Cigg (un)nez liczb zespolonych nazwiemy dodatnio okreslonym, gdy dla
dowolnego ciggu liczb zespolonych (¢,,) takiego, ze ¢, = 0 poza skoriczong liczbg n zachodzi

E Um—nCmCn = 0.
m,n

Whprost z definicji widzimy, ze dodatnia okreslono$¢ ciagu jest wlasnoscia czysto algebra-
iczna.
Zobaczymy teraz podstawowy (i jak sie potem okaze jedyny) przyklad ciagu dodatnio okre-
Slonego.

Fakt 2.4.2. Niech pn € M(T) bedzie miarg dodatnig. Przyjmijmy u, = f(n) dla kazdego
n € Z. Wowczas cigg (uy,) jest dodatnio okreslony.

Dowdd. Wykonujemy prosty rachunek

Zumfncmc_n _ / Ze—i(n—m)xcmc—ndﬂ(m = / |ch€_mx|2d,u($) >0
m,n Tm,n T n

Wykazemy teraz wazne twierdzenie odwrotne.

Twierdzenie 2.4.3 (Herglotz). Kazdy dodatnio okreslony cigg (uy) jest ciggiem Fouriera-
Stieltjesa pewnej miary dodatniej € M(T).

Dowdd. Ustalmy N € N oraz liczbe rzeczywista t. Przyjmijmy ¢, = e dlan =0,1,..., N—1
i rowny zero dla pozostatych n. Teraz

N-1 N N
Z Um—nCmCn = Z Um—ne(min)it = Z Unenit(N - ]n!) =N Z unemt <1 — |]\7n|) .
m,n neN Sy

m,n=0

(2.2)
Powyzszy rachunek polegal na prostym przenumerowaniu oraz policzeniu, na ile sposobow
za pomoca liczb naturalnych m,n € {0,..., N — 1} mozna uzyskaé ustalona liczbe naturalna
ke {—-N-+1,...,N—1}. Oznaczmy ostatnie wyrazenie po prawej stronie réwnania 2.2 przez
Py. 7 zatozenia mamy Py > 0. Wielomian Py jest wigc nieujemny, a stad ||Px/|[z1 (1) = uo
dla kazdego N € N. Traktujac teraz wielomiany Py jako miary uzyskujemy || Py||a Ty = ©o,
czyli ciag Py jest ograniczony w przestrzeni miar. Mozemy zatem wybra¢ podciag (Pn, )ken
zbiezny stabo* do pewnej miary u. Ze stabej* zbiezno$ci wynika zbieznoéé wspoétczynnikow
Fouriera-Stieltjesa miar, a wiec fi(n) = u, dla kazdego n € Z. Uzasadnimy teraz, ze jest to
miara dodatnia. W tym celu wezmy f € C(T), f > 0. Traktujac ponownie wielomiany Py
jako miary mozemy napisaé

<p, f>= lim <Py, f>>0.
k—oo

Stad miara p jest dodatnia jako funkcjonal na C(T), wiec jest miara dodatnia, co konczy
dowdd. O
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Bez trudu mozemy teraz podaé kryterium na przynalezno$é ciagu do zbioru B(Z).

Whiosek 2.4.4. Cligg liczb zespolonych (an)nez nalezy do B(Z) wtedy i tylko wtedy, gdy jest
postaci a, = by, — cp+idy, —iey, dla pewnych dodatnio okreslonych ciggéw (by,), (cn), (dn), (€n).

Dowdd. Teza wniosku wynika od razu z rozktadu dowolnej miary p € M (T) na cze$é rzeczywi-
sta i urojona, a potem kazdy ze sktadnikéw na cze$é dodatnig i ujemna pu = 1 — o +ips —ipig
oraz twierdzenia Herglotza. O

Korzystajac z twierdzenia Herglotza wykazemy teraz pewne wlasnosci ciagéw dodatnio
okreslonych.

Fakt 2.4.5. Niech (uy)nez bedzie ciggiem dodatnio okreslonym. Wtedy
1. |up| <wup dlan €Z,
2. u_p, =Ty dlan € Z.

Dowdd. 7 twierdzenia Herglotza istnieje miara dodatnia p € M(T) taka, ze i(n) = u, dla
kazdego n € Z. Punkt 1. wynika od razu z

[un| = ()| < llellar(r) = wo-

Aby dowie$é punktu 2. zauwazmy, ze

wn = fil=n) = [ edu(t) = [ eTe) = [ emintdu = n) =
OJ

Na koniec uzasadnimy, iz w przypadku ciagu miar dodatnich wystarczy sprawdzi¢ zbiez-
no$¢ wspélezynnikéw Fouriera-Stieltjesa (nie dbajac o ograniczonosé ciagu w normie). Indeks
gérny w ponizszym stwierdzenia oznacza indeks calego ciagu (mamy do czynienia z ciagami
ciagdw).

Stwierdzenie 2.4.6. Niech (uf),cz bedzie ciggiem dodatnio okreslonym dla kazdego k € N
oraz py € M(T) bedg miarami dodatnimi.

1. Jesli dla kazdego n € Z zachodzi

i =

to cigg (un)nez jest dodatnio okreslony.

2. Jesli dla kazdego n € Z cigg (fir(n))ren jest zbiezny, to cigg (uk)ken jest stabo* zbieiny
do pewnej miary fb.

Dowdd. Punkt 1. jest zupelnie oczywisty - wynika wprost z przejscia do punktowej granicy
w warunku definiujacym dodatnia okreslono$é.
Aby dowie$¢ punktu 2. przyjmijmy oznaczenia

ub =fpn)dlancZikeN

U, = lim uf dlaneZ
k—oo
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Z pierwszego punktu uzyskujemy dodatnia okreslono$é ciagu (uy,)nez. Zatem z twierdzenia
Herglotza istnieje miara dodatnia u € M (T) spelniajaca fi(n) = w, dla n € Z. Aby wyka-
za¢ staba® zbiezno$¢ miar yy do miary p wystarczy pokazac ograniczono$¢ ciagu ||| ar(r)
(zbieznos$¢ wspdlczynnikéow Fouriera-Stieltjesa jest zalozona). Wynika to tatwo z dodatniosci
miar u. Rzeczywiscie,

|l lasry = b — wo.

Zatem ciag norm uy jest zbiezny, wiec w szczegdlnosci ograniczony. O

Komentarze i odniesienia do literatury. Szczegdélnie prosty dowdd twierdzenia Her-
glotza mozna znalezé w ksiazce [Helson|, z tej ksiazki pochodza réwniez inne fakty, ktore tu
zamiescitlem (sa tam podane w formie zadan). Daleko idace uogélnienie twierdzenia Herglotza
zwane twierdzeniem Bochnera jest dowodzone na przyklad w ksiazce [Rudin3].

2.5. Miary dyskretne

W tej czesci zajmiemy sie dwoma zagadnieniami - jak odtworzy¢ za pomoca wspotczynnikdw
Fouriera-Stieltjesa czes¢ dyskretng miary oraz jak wygladaja ciagi tych wspdtczynnikéow dla
miar dyskretnych.

Zacznijmy od kilku obserwacji.

Jesli p € My(T), to p = 3772 a;jd,; dla pewnego ciagu liczb zespolonych (a;) oraz 7; € T.
Bez trudu dostrzegamy, ze ||u||pmy = Y524 laj], a wiee (aj) € I'(N). Zauwazmy teraz, ze
07%071 = 6744/, co dla miar dyskretnych u, v € My(T) postaci p = 3252 a;or,, v =332, bkéﬁi

prowadzi do wzoru
o0

on*V = Z ajbk57j+T];.
J,k=1

Przypomnijmy teraz, ze zdefiniowaliémy na algebrze M (T) inwolucje wzorem (E) = u(—FE)
dla wszystkich borelowskich E C T. Wykazemy teraz uzyteczny w dalszej czesci tego pod-
rozdzialu lemat.

Lemat 2.5.1. Niech p € M(T). Wtedy
Y ln{rHI? = (u* m)({0}).
W szczegdlnosdci p jest miarg ciggla wtedy i tylko wtedy, gdy (p =+ )({0}) = 0.

Dowdd. Rozkladajac miary p i & na czeéci dyskretne i ciagle p = pg + pe oraz i = fig + jic
mozemy zapisaé ich splot w postaci

M*ﬂ:(uc*ﬁc+uc*ﬁd+ﬂd*ﬁc)+Md*ﬁd

Miara wystepujaca w nawiasie jest miara ciagla (zobacz podrozdzial ”Proste twierdzenia
strukturalne”). Ponadto, jesli g = 3272 a;6r;, to fig = 3232 @j0-_;. Zgodnie z komentarzami
poprzedzajacymi lemat mamy

(1 * 1) ({0}) = (ua * 1) ({0}) = D laj|* =D [u{7}?,
j=1
co konczy dowdd. O
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Pokazemy teraz jak uzyska¢ mase atomu w danym punkcie za pomoca wspdélczynnikéw
Fouriera-Stieltjesa.

Twierdzenie 2.5.2. Niech yp € M(T) oraz T € T. Wowczas

) = Jim_ e 3 e

Dowdd. Rozwazmy ciag funkcyjny

N
1 1 . .
D (t — — E : inT ,—int
2N +1 N(t=7) 2N+1n:_Ne ¢

on(t) =

Bez trudu dostrzegamy w definicji pn (Dy to oczywiscie jadro Dirichleta) sume czesciowa
szeregu geometrycznego, co prowadzi do wnioskéw: |pn| < 1 oraz oy — x,. W przypadku
drugiego wniosku mamy na mysli zbiezno$¢ punktows ciggu ¢ do 0 poza punktem t = 7 i
do 1 w punkcie t = 7 (w istocie zbieznosé jest jednostajna poza dowolnie malym otoczeniem
punktu ¢ = 7, lecz nie bedzie nam to potrzebne). Korzystajac z tych wynikéw otrzymujemy

1 N

S e = Jim L endi= [ xdu = (.

y
N2 2N ¥ 1 &

Aby wejs$¢ z granica pod caltke zastosowaliSmy twierdzenie Lebesgue’a o zbieznosci zmajory-
zowanej (Jon| < 1). O

Latwo mozemy teraz podaé dobrze znany wniosek.

Whniosek 2.5.3 (Wiener). Dla p € M(T) zachodzi wzor

1
> In{rHP Il ey L

W szczegolnosci p jest miarg ciggle wtedy i tylko wtedy, gdy
1 N
li an)>=0
Nooo 2N + 1 n;N )]

Dowdd. Korzystajac kolejno z lematu oraz twierdzenia poprzedzajacych ten wniosek dosta-
jemy

N

N
1n§_:N“*ﬁ(”) N OOQN Z

D Iu{mHP = (ux p)({0}) =

WykorzystaliSmy tutaj wlasnosé ﬁ(n) = u(n) opisywana wczesnie;j. O
Granica uzywana we wniosku to tak zwana granica ciggu |fi(n)|?> w gestoéci. W ten
spos6b otrzymali$émy kryterium na ciaglo$é miary (w terminach wspo6lczynnikach Fouriera-
Stieltjesa). Zauwazmy na koniec, ze dla miar absolutnie ciaglych ostatni wniosek jest stabszy
od analogonu lematu Riemanna-Lebesgue’a dla miar absolutnie ciagtych.
Przejdzmy teraz do szczegdltowego badania wspotczynnikow Fouriera-Stieltjesa miar dyskret-
nych. Naszym gléwnym celem jest wykazanie, ze kazdy ciag okresowy jest ciagiem wspot-
czynnikéw Fouriera-Stieltjesa pewnej miary dyskretnej. Przypomnijmy wiec na poczatek, ze
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bez trudu mozna uzyska¢ dowolny ciag staly. Rzeczywiscie, niech a € C, rozwazajac miarg ad

uzyskujemy ad(n) = ag(n) = a. Przyjrzyjmy sie teraz doktadniej deltom Diraca w punktach

majacych skonczony rzad w grupie T (stosujemy notacje addytywna). Dla punktu 7 (rzedu

dwa) uzyskujemy 0,(n) = €™ = (—1)", czyli ciag o okresie dwa. Latwo takze policzy¢, ze
3

dla punktéow § oraz % (rzedu cztery) otrzymujemy

1, gdy n = 0(mod4)

<~ _ inz _ ) i, gdy n=1(mod4)
5g(n) =6 2= —1, gdy n = 2(mod4)
—1, gdy n = 3(mod4)

1, gdy n = 0(mod4)
T  pr ) —i, gdy n = 1(mod4)
(537"(71) =e"2 = —1, gdy n = 2(mod4)

i, gdy n = 3(mod4)

czyli ciagi o okresie 4. Przedstawione przyklady sugeruja, ze ciag wspdélczynnikéw Fouriera-
Stieltjesa delty Diraca w punkcie rzedu k jest okresowy o okresie k. Tak jest w istocie, o czym
moéwi ponizszy fakt (dla dowodu wystarczy zastosowaé wzor de Moivre’a).

Fakt 2.5.4. Niech ai bedzie elementem rzedu k w grupie T. Wtedy

— | 1, gdyn=0(modk)
5alc (TL) - { eilak gdy n= l(modk‘)

Zajmijmy sie teraz dokladniej naszym wyjéciowym zagadnieniem, czyli szukaniem miary
dyskretnej o zadanym z géry okresowym ciggu wspolczynnikéw Fouriera-Stieltjesa. Ustalmy
liczbe k € N i przyjmijmy oznaczenie ei(mk%—l) = 1dlam € Z oraz pewnego [ € {0,...,k—1}
oraz e}'C (n) = 0 dla pozostalych n. Jest to taki podstawowy ciag okresowy, majacy jedynke na
miejscach postaci ml dla m € Z, a poza tym zera. Zauwazmy teraz, ze nasze zadanie bedzie
rozwiazane, jesli dla kazdego ciagu el znajdziemy pl € My(T) takie, ze ul(n) = el (n) dla
kazdego n € Z. Istotnie, kazdy ciag okresowy o okresie k powstaje jako kombinacja liniowa
ciagéw 62,, a wiec wystarczy wzia¢ odpowiednia kombinacje liniowa miar va. Nasze zadanie
mozna uproscié jeszeze bardziej, mianowicie wystarczy znalezé miare pu) € My(T). Wtedy
okreslimy pozostate miary ui: € My(T) za pomoca warunku d,ug€ = eiltdug i korzystajac z
odpowiednich wtasnosci widzimy, ze jest to rozwigzanie naszego zadania. Zauwazmy jeszcze,
iz mozna ten proces ”przesuwania”’ opisa¢ doktadniej. Z warunku okreslajacego miary ugi

mamy i} = p(1)pd. Nietrudno policzyé, ze

0 _
Ho = 9

Powyzsze przyktady sugeruja, ze kazdy miara ,ug powstaje przez zsumowanie delt Diraca we
wszystkich punktach, ktorych rzedy dzielg k, a nastepnie podzielenie przez k. Sformulujmy
wiec lemat.

Lemat 2.5.5. Niech k € N, k > 1 miara ug jest okreslona nastepujgcym wzorem

1 ¢(n)
/’L(k],’ = % Z Z 6&%7

nlk m=1

gdzie aly, oznacza ustawione w kolejnosci rosngceej elementy rzedu n.
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Dowdd. Po pierwsze widzimy, ze cigg wspolczynnikow Fouriera-Stieltjesa miary ,u% jest okre-

sowy o okresie k. Wystarczy wiec policzy¢ ,ug(r) dlar=20,1,...,k— 1. Mamy

RO = 23 ) =1
nlk

Policzymy teraz p(r) dla ustalonego r, 1 < r < k. W tym celu wygodnie bedzie Nam
postuzy¢ sie nastepujaca obserwacja

p * 6gn = pp dlam =1,...,¢(n) oraz nlk.

Jest to fakt nalezacy do czystej algebry, mianowicie zbior wszystkich elementéw rzedu mniej-
szego réwnego k na okregu to dokladnie k-elementowa grupa cykliczna Cj (z notacja addy-
tywna). W tym sensie naszej mierze ug odpowiada suma wszystkich elementéow tej grupy.
Teraz, dodawanie ustalonego elementu jest bijekcja na zbiorze elementow grupy. Ze wzgledu
na swoja postaé¢ element odpowiadajacy ug jest oczywiscie punktem stalym kazdej bijekcji
zbioru elementéw grupy. .

Aby uzyé tej obserwacji wezmy element af = 2% Mamy ug * 5277r = u%. Zatem ,u,%(r) =

2w
k

© £ 1, astad juz
dostajemy p?(r) = 0, co koniczy dowdd. O

e Fr p(r). :]\ednakZe r jest liczba naturalng taka, ze 1 < r < k, a wiec e

Zauwazmy, ze dowod lematu jest takze rozwigzaniem naszego wyjsciowego zadania, a wiec
zachodzi nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 2.5.6. Kazdy cigg okresowy jest ciggiem Fouriera-Stieltjesa pewnej miary dys-
kretnej.

Zakonczymy ten podrozdzial stwierdzeniem opisujacym ciag wspdlczynnikéw Fouriera-
Stieltjesa delty Diraca w punkcie, ktéry ma nieskonczony rzad w grupie T.

Stwierdzenie 2.5.7. Niech a bedzie elementem nieskoriczonego rzedu w grupie T. Wiedy
04(Z) = {04(n) : n € Z} jest gestym podzbiorem okregu jednostkowego.

Jest to wspolczesnie klasyczny fakt z teorii ukladéw dynamicznych (trajektoria obrotu o
kat niewymierny jest gesta w okregu).

Komentarze i odniesienia do literatury. Pierwsza cze$¢ (zwiazana z lematem Wienera
2.5.3) jest Swietnie opisana w ksiazce [Katznelson|. Druga cze$é tego podrozdziatu skupiona
woko! twierdzenia 2.5.6 jest zadaniem w ksiazce [Helson], ktérego wlasne rozwiazanie zamie-
Scitem. Dowdd, iz trajektoria obrotu o kat niewymierny jest gesta w okregu mozna znalezé w
skrypcie [Zdunik].

2.6. Twierdzenie Helsona

W tym podrozdziale udowodnimy bardzo wazne w dalszej czesci pracy twierdzenie Helsona
opisujace wszystkie miary, ktérych zbiér wspoétezynnikéw Fouriera jest skoniczony.
Bedziemy potrzebowaé dwoch twierdzen pomocniczych.

Twierdzenie 2.6.1 (F. i M. Rieszéw). Niech € M(T) spelnia p(—n) =0 dlan =1,2,....
Wtedy p jest absolutnie ciggla wzgledem miary Lebesgue’a.
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Dowodu tego twierdzenia opartego na wtasnosciach funkcji harmonicznych i przestrzeni
Hardy’ego nie bedziemy tutaj przedstawia¢. Warto zaznaczy¢, ze przez analogie z funkcjami
miary spelniajace zalozenie twierdzenia braci Rieszéw nazywa si¢ miarami analitycznymi i w
zwigzku z tym mozna je wystowi¢ nastepujaco: kazda miara analityczna jest miarg absolutnie
ciagla.

Nastepne nietrudne twierdzenie bedzie nam takze potrzebne w dowodzie gléwnego wyniku
tego podrozdziatu.

Twierdzenie 2.6.2 (Gruzewska-Rajchman). Niech p € M(T). Jesli istnieje skonczona gra-
nica
lim fi(n)=a€C,
n——oo
to istnieje skonczona granica
lim fi(n)
n—oo

1 obie te granice sq sobie réwne.

Dowdd. Niech lim,—, o fi(n) = a € C. Rozwazmy teraz miare v = p — a - J. Wtedy
lim,,—,_ ¥ = 0, dlatego bez straty ogdlnosci mozemy ograniczy¢ sie do przypadku a = 0. Dla
dowolnego wielomianu trygonometrycznego P mamy oczywiscie limy,—.—oo Pp(n) = 0 (wie-
lomian trygonometryczny jest kombinacja liniowa charakteréw, a mnozenie przez charakter
powoduje tylko przesuwanie wspélczynnikoéw Fouriera). Ze wzgledu na gesto$é wielomianéw
trygonometrycznych w przestrzeni L' rozpatrywanej z miara |u| widzimy, ze kazda miara
absolutnie ciagla wzgledem miary p ma te sama wlasno$é (ujemne wspélezynniki Fouriera-
Stieltjesa znikaja w nieskoficzonoéci). W szczegdlnosci dostajemy lim,, , o 7i(n) = 0. Zauwaz-
my jednak, ze 7i(n) = fi(—n), co prowadzi do réwnoéci lim,, oo fi(n) = 0 i koficzy dowéd. [

Bedziemy takze potrzebowaé nastepujacego lematu wynikajacego wprost z definicji miary
singularne;j.

Lemat 2.6.3. Miara dodatnia ¢ € M(T) jest singularna wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego
e > 0 istnieje zbior otwarty G spelniajgcy |G| =1 oraz ((G) < €.

Teraz mozemy juz przejsé do podstawowego twierdzenia.

Twierdzenie 2.6.4 (Helson). Cigg liczb zespolonych (ap)nez, przyjmujacy skoniczenie war-
tosci jest ciggiem Fouriera-Stieltjesa pewnej miary p € M(T) wtedy i tylko wtedy, gdy jest to
ctqg okresowy poza byé moze skonczong liczbg wyrazow.

Dowdd. Zamiana skonczenie wielu wspolczynnikéw Fouriera-Stieltjesa odpowiada dodaniu
do miary pewnego wielomianu trygonometrycznego, dlatego w sformutowaniu twierdzenia
mozemy zakladaé¢, ze mamy do czynienia z ciggiem okresowym.

7 <=7 Fakt, iz ciag okresowy jest ciagiem Fouriera-Stieltjesa pewnej miary zostal wykazany
wezesniej (zobacz twierdzenie 2.5.6).

7 = 7 Zalézmy, ze ciag (ay) nie jest okresowy w prawo. Dla ustalonego k € N bedziemy
rozwazaé kolejne bloki ciagu (o) poczawszy od ag. Istnieje m* réznych blokéw, wiec roz-
patrujac kolejne m* + 1 blokéw znajdziemy dwa, ktére sie pokrywaja. Oznaczmy poczatek
pierwszego z nich przez by, a drugiego Przez C. Wezmy pod uwage miare j— x% ¢ p. Zgodnie
z przyjetymi oznaczeniami mamy pu(1 — xb—¢)(by +j) =0dla j =0,...,k — 1. Jesli jest to
miara zerowa, to otrzymujemy sprzeczno$¢ z zatozeniem o nie(&gowoéci. W zwiazku z tym

mozemy wybra¢ najmniejszy indeks dy > by + k taki, ze pu(1 — xb%—¢)(dg) # 0. Rozwazmy
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teraz ciag miar vy, = pu(x%* — x*~%+dk), Zgodnie z konstrukcja miary v, maja nastepujace
wtasnosci

<)

(0) # 0
v(in)=0dlan=—k,...,—1

Z definicji miary vy uzyskujemy tatwo ||vk||arem) < 2|[pflarr)- Mozemy zatem z tego ciagu
wybraé¢ podciag stabo* zbiezny do pewnej miary v. Aby nie komplikowaé oznaczen nie bedzie-
my oznacza¢ miary w wybranym podciggu takze przez v;. Poniewaz staba-* zbiezno$é¢ miar
implikuje zbieznos¢ wspotczynnikéw Fouriera-Stieltjesa miara v ma nastepujace wlasnoéci

v(—n)=0dlan=1,2,... oraz [i(0) # 0

W szczegblnoscei jest to miara niezerowa. Ponadto, z twierdzenia braci Rieszéw jest to miara
absolutnie ciggla wzgledem miary Lebesgue’a. Wykazemy teraz, ze jednoczeénie jest to miara
singularna, co doprowadzi do sprzecznosci. W tym celu rozlézmy nasza miare na czesé sin-
gularng i absolutnie ciagta p = pg + ps. W ten sposéb otrzymujemy takze rozktad kazdej z
miar v;. Bez trudu dostrzegamy, ze

di bkfc)fi»dk)

Vi = pa (X% — xR o (- x

jest wspomnianym przed chwilg rozktadem.

Zauwazmy teraz, ze z lematu Riemanna-Lebesgue’a czesé absolutnie ciagta miary v dazy do
zera przy przejsciu do stabej-* granicy. Aby zakonczyé dowdd twierdzenia wystarczy teraz
pokazaé, ze cze$¢ singularna miary vy, zbiega do miary singularnej vs. W tym celu zastosujemy
lemat poprzedzajacy twierdzenie Helsona. Wybierzmy wiec zbidér otwarty G taki, ze |u|(G) =
1 oraz wezmy dowolna funkcje ciaggla o nogniku zawartym w G spetniajaca ||f||c(r) < 1.
Wtedy

[ vl = Jim | [ g0 = ot du) < 2.

Z twierdzenia Riesza widzimy jednak, ze supremum wyrazenia po lewej stronie wynosi |vs|(G)
2e, co dowodzi, ze miara v jest singularna. O

N

Komentarze i odniesienia do literatury. Twierdzenie Helsona jest rzecz jasna najlepiej
opisane w ksiazce [Helson|. Dowody twierdzen Gruzewskiej-Rajchmana i braci Rieszéw mozna
w niej takze odnalezé. To ostanie twierdzenie jest bardzo dobrze znane, a jego dowdd oraz
inne informacje z nim zwiazane mozna przeczytaé¢ réwniez w ksiazce [Rudin2].
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Rozdziat 3

Gléwne wyniki

3.1. Naturalnos$é¢ spektrum i pierwsze pytania

Przechodzimy teraz do gléwnej czesci pracy. Bedziemy starali sie zbadaé relacje pomiedzy
spektrum miary jako elementu algebry M(T) oraz jej wspdlczynnikami Fouriera-Stieltjesa.
Widzieliémy juz wczedniej, ze wiele waznych wlasnosci miar mozna odszyfrowaé¢ analizujac
ciagi Fouriera-Stieltjesa. Z drugiej strony, o spektrum miary, bedace waznym obiektem cho-
ciazby ze wzgledu na mozliwo$¢é stosowania rachunku funkcyjnego, nie wiemy zbyt wiele.
Dlatego bardzo wygodnymi okazaltaby sie jakie$ kryteria, ktére pozwolg na stwierdzenie, czy
spektrum miary jest réwne domknieciu zbioru wspotczynnikow Fouriera-Stieltjesa, a jesli nie,
to jak bardzo moze sie ono réznié.

Dla wygody wprowadzimy definicje.

Definicja 3.1.1. Niech € M(T). Przyjmijmy nastepujgce oznaczenie
Fu = i(Z) = {i(n) s n € Z).
Okreslamy spektrum fourierowskie miary jako domknigcie zbioru F,, czyli F),.

Przejdzmy teraz do prostej obserwacji.

Fakt 3.1.2. Niech pp € M(T). Wtedy zachodzi inkluzja
F, C o(p),czyli
spektrum fourierowskie jest podzbiorem spektrum.

Dowéd. Wykazemy najpierw, ze F,, C o(u). Wezmy n € Z, zgodnie z definicjg spektrum
przyjrzyjmy sie mierze u — j(n)d € M(T). Zalézmy, ze istnieje A € M(T) takie, ze (u —
f(n)d)x A = 4. Obliczajac teraz n—ty wspotezynnik Fouriera-Stieltjesa obu stron uzyskujemy
0 = 1, czyli oczywista sprzecznos$é, a wiec element p — fi(n)d nie jest odwracalny, czyli
f(n) € o(p), z dowolnosci n € Z dostajemy F), C (). Jesli F,(Z) jest domkniete, to dowdd
jest zakonczony. W przeciwnym wypadku wezmy z € F,(Z) \ F,(Z). Istnieje zatem ciag
(nk)keN taki, ze

lim f(ng) = 2.
k—o0

Ponownie rozwazmy element y — z6 € M(T) oraz zalézmy, ze istnieje A € M (T) takie, ze
(b — z6) * A = 0. Otrzymujemy (fi(ng) — 2z) - A(ng) = 1 dla kazdego k € N. Ciag Fouriera-
Stieltjesa dowolnej miary jest ciagiem ograniczonym, wiec przechodzac z k do nieskoniczonosci

otrzymamy ponownie sprzecznos¢. O
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Taki bardzo elementarny dowdd przedstawiliSmy tylko po to, aby zwroci¢ uwage, ze fakt
zawierania sie spektrum fourierowskiego w spektrum wynika wprost z definicji. Ten sam
fakt mozna by udowodnié znacznie szybciej w sposOb nastepujacy - spektrum dowolnego
elementu jest obrazem transformaty Gelfanda wyznaczonej przez ten element. Dalej, wiemy,
ze przejscie od miary do jej wspélczynnika Fouriera-Stieltjesa (dowolnego) jest funkcjonatem-
liniowo multiplikatywnym na algebrze M(T). Zatem obraz transformaty Gelfanda zawiera
wszystkie wspélczynniki Fouriera-Stieltjesa miary, czyli F), C o(u). Na koniec, przypominamy
sobie, ze spektrum jest domknietym podzbiorem plaszczyzny zespolonej, wiec F, C o (u).
Wprowadzimy teraz kolejna definicje

Definicja 3.1.3. Niech p € M(T). Powiemy, Ze miara p ma naturalne spektrum, jesli za-
chodzi

F,=a(p),

czyli spektrum fourierowskie jest rowne catemu spektrum.

O tej definicji nalezy mysle¢ w ten sposéb - miary o naturalnym spektrum to miary
w pewnym sensie "porzadne”’. Zobaczymy teraz, ze miary absolutnie ciggle spelniaja ten
warunek.

Stwierdzenie 3.1.4. Niech y = py € M(T) bedzie miarg absolutnie ciggle z gestoscig
f € LY(T). Wtedy

Fy = opmapa ()
Co wiecej,
oy (f) = orimaprey (f);
a wiec kaZda miara absolutnie ciggla ma naturalne spektrum.
Dowdd. Wykazalidmy V\iczeéniej, ze if(n) = f(n) dla kazdego n € Z. Mamy takZAe F, Co(u)
oraz o1 myere}(f) = f(Z) U{0}. Z lematu Riemanna-Lebesgue’a dostajemy f(Z) U {0} =

f(Z), a zatem F,, = i(Z)U{0} i w kohcu o1 (mya a3 (f) C o(p). Z drugiej strony LYT)®{)e}
jest podalgebra M(T) (nawet domknietym idealem), co od razu daje inkluzje przeciwna i
koniczy dowdd obu czesci stwierdzenia. O

Powyzsze stwierdzenie sugeruje postawienie nastepujacego pytania.
Pytanie 1 (Naturalnos$é spektrum). Czy kazda miara p € M(T) ma naturalne spektrum?
Rozstrzygniecie tego zagadnienia jest Scisle zwiazane z kolejnym pytaniem.

Pytanie 2 (Problem odwrotnosci). Niech p € M(T) spelnia warunek |f(n)] > C > 0 dia
wszystkich n € Z i pewnej stalej C' > 0. Czy wynika stqd, Ze element p jest odwracalny w

algebrze M (T)? Inaczej, niech (ap)nez bedzie oddzielonym od zera ciggiem liczb zespolonych
takim, ze (an)nez € B(Z). Czy zachodzi (i)nez € B(z)?

Negatywne rozwiazanie podobnego problemu podali Wiener i Pitt. Zwréémy teraz uwage
na relacje pomiedzy oboma pytaniami. Oczywidcie, jesli miara ma naturalne spektrum, ktére
jest oddzielone od zera, to jest odwracalna, a wiec pozytywne rozwigzanie Pytania 1. implikuje
pozytywne rozwiazanie Pytania 2. Zobaczymy dalej, ze oba pytania sa w pewnymi sensie
réwnowazne i maja odpowiedzi przeczace.
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Komentarze i odniesienia do literatury. Po raz pierwszy problem odwrotnosci (w nieco
innym jezyku) zostal postawiony i negatywnie rozwiazany w pracy [Wiener,Pitt]. Dokladniej,
wykazali oni, ze istnieje miara na prostej (w ich terminologii byly to funkcje o wahaniu
ograniczonym, ktérych wspoétczynniki Fouriera-Stieltjesa okreslano jako odpowiednie catki
typu Riemanna-Stieltjesa) o oddzielonych od zera wspdlczynnikach Fouriera-Stieltjesa, ktéra
nie jest odwracalna.

3.2. Fundamentalny przyktad i fenomen Wienera-Pitta

W tym podrozdziale podamy przyklad bedacy negatywnym rozwigzaniem obu pytan posta-
wionych poprzednio. Bedzie to takze pierwsze spotkanie z produktami Riesza, ktérych teorie
zglebimy potem.

Wazna role w konstrukcji produktéw Riesza odgrywaja tzw. ciagi lakunarne. Zacznijmy od
definicji.

Definicja 3.2.1. Niech (ng)ken bedzie ciggiem liczb naturalnych. Powiemy, Ze jest to cigg

lakunarny, jesli zachodzi warunek

Nk41
ng

> q > 1 dla pewnej liczby g > 1

Zauwazamy bez trudu, ze ciag geometryczny o ilorazie ¢ > 1 spelnia te definicje. W istocie
lakunarnosé opisuje tempo dazenia do nieskonczonosci danego ciggu, a doktadniej to, iz kazdy
wyraz musi byé¢ wiekszy niz pewna stata wielokrotnos¢ poprzedniego. Ciagiem lakunarnym,
ktérego bedziemy teraz uzywaé bedzie ciag (ni)reny = 3*. Bardzo istotne sa arytmetyczne
konsekwencje lakunarnosci, o ktérych w szczegblnym przypadku ciggu (ng)ren = 3% méwi
ponizszy lemat.

Lemat 3.2.2. KazZda liczba naturalna n ma co najwyzej jedno przedstawienie w postaci

n= Zak?)k gdzie e, € {—1,0,1}.
k

Prostego dowodu powyzszego lematu nie bedziemy tutaj przedstawiaé¢ (zajmiemy si¢ tym
zagadnieniem dokladnie p6Zniej).
Przejdzmy teraz do konstrukcji produktu Riesza. W tym celu rozwazmy ciag funkcji

N
Ry(t) = H(l + cos3Ft) dla N € Noraz t € T.
k=1

Oczywiscie Ry € C(T), a wiec mozemy méwié¢ o wspélezynnikach Fouriera tej funkeji. Przyj-
mijmy oznaczenie fi(t) = 1+ cos 3Ft. Bez trudu zauwazamy, ze

- ldlan=20
fr(n) = 3 dlan = =£3"
0 w pozostatych przypadkach

Aby policzy¢ wspoélezynniki Fouriera funkcji Ry wygodnie bedzie Nam przej$¢ do notacji
zespolonej, czyli bedziemy stosowaé¢ wzor Fulera cost = % Sprobujmy wyobrazié sobie,
jak bedzie wygladal iloczyn okreélajacy funkcje Ry po wymnozeniu. Widzimy, ze bedzie to
kombinacja liniowa charakteréw i kazdy charakter bedzie postaci x™, gdzie m jest przedsta-

wialne w postaci poteg tréjki ze wspélczynnikami —1, 0, 1. Zauwazmy réwniez, ze kazda liczba
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naturalna m < 3+9+...+ 3" wystapi jako wykladnik pewnego charakteru w tej sumie i to
dokladnie jeden raz (wynika to z jednoznacznosci przedstawienia). Pozostaje jeszcze znalezé
wspotczynniki tej kombinacji. Kazdy charakter x™ powstaje przez wymnozenie charakteréw
postaci Xi?’k, wiec wspotczynnik wynosi (%)S, gdzie s jest liczba nietrywialnych elementéw
w przedstawieniu m jako kombinacji liczb postaci 3¥. W ten sposéb udowodniliémy ponizszy
fakt.

Fakt 3.2.3. Wspdlczynniki Fouriera funkcji Ry majg nastepujgcg postac:

1dlan=0
Ry(n)={ 27% dlan=43M £31@ £ +3K0 1<j1)<j@) <...<jk)<N
0 w przeciwnym przypadku

Kazda z funkcji Ry mozemy oczywiscie traktowaé jako miare absolutnie ciagla z ge-
stoscig Ry wzgledem unormowanej miary Lebesgue’a na okregu. Oczywiscie Ry > 0, wiec
otrzymamy cigg miar nieujemnych. Takie podejscie prowadzi do nastepujacego stwierdzenia.

Stwierdzenie 3.2.4. Cigg miar (Ry)nen € M(T) jest stabo-* zbiezny do miary nieujemnej
R € M(T), ktorej wspdlczynniki Fouriera-Stieltjesa majq nastepujacq postac:

1 dlan =0,
Rn)=< 27F dlan =430 +3@ £ +£30) 1<) <42 <...<ijk),
0 w przeciwnym przypadku.

Dowdd. Zgodnie z wynikami wczedniejszych podrozdzialéw wystarczy sprawdzié, ze dla kaz-
dego n € N ciag (RAN(n))NeN jest zbiezny. Nie przedstawia to jednak zadnych trudnosci -
jesli n = 0, to mamy do czynienia z ciagiem stalym réwnym 1, gdy n nie jest przedstawialne
w postaci
n= Zsk?)k gdzie e, € {—1,0,1},
k

to otrzymujemy ciag staly réwny 0, a w przypadku, gdy istnieje takie przedstawienie otrzy-
mamy ciag staly od pewnego miejsca. O

Mozemy teraz wprowadzi¢ definicje.
Definicja 3.2.5. Miare R nazywamy produktem Riesza. Mowimy teZ, Ze miara R przedstawia

produkt 132, (1 + cos 3%t) i piszemy

R =TT + cos3*t).

8

k=1

Rownosé wystepujaca w definicji nalezy rozumieé¢ wladnie w ten sposéb, ze miara R jest
staba* granicg miar Ry (oczywiscie ten iloczyn nieskoniczony nie ma zadnego znaczenia w
sensie klasycznym, gdyz jest rozbiezny w prawie kazdym punkcie). Analiza wspélczynnikéw
Fouriera-Stieltjesa prowadzi do nastepujacej uwagi.

Uwaga 3.2.6. Miara R nie jest absolutnie ciggla wzgledem miary Lebesgue’a.

Dowod. Wystarczy zauwazy¢, ze na przyktad fi(S”) = 1 dla kazdego n € N, a wiec wspo6l-
czynniki Fouriera-Stieltjesa miary R nie daza do zera, co w polaczeniu z lematem Riemanna-
Lebesgue’a pokazuje, ze nie jest to miara absolutnie ciagta. O
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Istnieja wiec dwie mozliwosci - albo miara R ma niezerowa cze$¢ dyskretna, albo niezero-
wa czesé ciagla osobliwa wzgledem miary Lebesgue’a. Wykazemy potem, ze zachodzi druga
mozliwos¢.

Fakt 3.2.7. Produkt Riesza jest miarq cigglq.
Mozemy teraz podaé wazny wniosek.

Whniosek 3.2.8. Produkt Riesza jest miarg ciggle z niezerowq czeScig osobliwg wzgledem
miary Lebesgue’a.

Okaze sie¢ pdzniej, ze jest to w istocie miara singularna, czyli jej cze$¢ absolutnie ciagta
jest miara zerowsa. Ciezko jest poda¢ konkretne przyktady miar singularnych, co stanowi o
waznosci produktow Riesza.

Zobaczymy teraz, ze przeprowadzona konstrukcja ma znacznie wiecej zastosowan - okaze sie,
ze daje ona negatywna odpowiedz na pytanie 1. (o naturalno$¢ spektrum) oraz pytanie 2.
(problem odwrotnosci).

Twierdzenie 3.2.9. Niech R bedzie produktem Riesza zdefiniowanym wyzej. Wiedy miara
R nie ma naturalnego spektrum, czyli

1

o(R) # FR{2} u{opu{

14y

Dowdd. Zalézmy przeciwnie, to znaczy o(R) = {2%} L U {0}. Rozwazmy zbiory A =
n=1,2,...
{zeC:|z—3|<t—cloraz B={2€C:|z] <i+¢}, gdzie e > 0 jest tak dobrane, by
AN B = (). Istnieje funkcja holomorficzna f okreSlona na A U B taka, ze f = 0 na zbiorze
A oraz f = 1 na zbiorze B. Zbiory A, B zostaly tak dobrane, aby o(R) C (AU B). Dalej,
AU B jest zbiorem otwartym, wiec z twierdzenia o rachunku funkcyjnym funkcja f dziata na

mierze R, czyli istnieje miara f(R) € M (T) spelniajaca

e(f(R)) = f(p(R)) dla kazdego ¢ € M(M(T)).
Przejscie od miary do jej wspdtczynnika Fouriera-Stieltjesa jest funkcjonatem liniowo-multiplikatywnym
na algebrze M(T), wiec
@(n) = f(R(n)) dla kazdego n € Z.

7 definicji funkcji f oraz postaci wspotczynnikéw Fouriera-Stieltjesa otrzymujemy

— ldlan=43%k=1,2,...
f(R)(n) = { 0 w pozostalych przypadkach

W ten sposéb otrzymalismy miare f(R), ktorej ciag wspdlczynnikéw Fouriera-Stieltjesa przyj-
muje dwie wartosci, a jednoczeénie nie jest okresowy. Jest to sprzeczno$é¢ z twierdzeniem
Helsona, ktora konczy dowdd twierdzenia. O

Zauwazmy na poczatek, ze wybér zbioréw A i B byl doéé arbitralny tak wiec z uwzgled-
nieniem stosownych réznic otrzymujemy bez trudu wniosek.

Whniosek 3.2.10. Zaden z punktéw postaci {2%} nie jest punktem izolowanym spektrum

produktu Riesza.
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Widzimy wiec, ze spektrum moze by¢ istotnie wieksze od spektrum fourierowskiego. Od-
notujmy, iz jest to przeczaca odpowiedz na pytanie 1.

Whniosek 3.2.11. Istniejqg miary, ktorych spektrum nie jest naturalne, czyli odpowiedZ na
pytanie 1. jest negatywna.

Nie dowodzi to jednak na razie, ze odpowiedz na pytanie 2. jest réwniez negatywna. tatwo
jednak wprowadzi¢ stosowna modyfikacje.

Stwierdzenie 3.2.12. Istnieje miara v € M(T) taka, zZe |[U(n)| > C > 0 dla pewnej stalej C
i kazdego n € Z, ale v nie jest elementem odwracalnym algebry M (T).

Dowéd. Wiemy, ze istnieje A € C taka, ze A € o(R), ale X ¢ Fr. Rozwazmy miare v = R— ).
Wtedy |v(n)| > C > 0 dla kazdego n € Z i pewnej stalej C, ale z definicji spektrum miara v
nie jest odwracalna. O

W istocie powyzszy dowdd pokazuje, ze pytania 1. i 2. byly réwnowazne, to znaczy majac
miare o spektrum, ktore nie jest naturalne potrafimy skonstruowaé miare, ktére daje nega-
tywna odpowiedZ na problem odwrotnoéci (implikacja przeciwna byla wykazana wczeéniej).
Na koniec tego podrozdziatu wprowadzimy definicje i postawimy kolejne pytania.

Definicja 3.2.13 (Fenomen Wienera-Pitta). Méwimy, ze dla miary p € M(T) zachodzi
fenomen Wienera-Pitta, jesli miara ta nie ma naturalnego spektrum. Rownowaznie, jesli
za pomocq tej miary i analogicznego dowodu potrafimy skonstruowaé miare nieodwracalng
o wspotczynnikach Fouriera-Stieltjesa oddzielonych od zera.

W oparciu o powyzsze pytania warto postawi¢ nastepujace pytania.
Pytanie 3. Czy fenomen Wienera-Pitta zachodzi dla wszystkich miar singularnych?

Zobaczymy dalej, ze istniejg miary singularne o naturalnym spektrum, czyli odpowiedz
na to pytanie jest negatywna.

Pytanie 4. Jakie wlasnosci ma zbior miar, dla ktdrych zachodzi (nie zachodzi) fenomen
Wienera-Pitta?

To pytanie jest innego typu niz pytania poprzednie, ale rozsadna odpowiedZ (w algebrze
Mj(T)) na nie poznamy potem.

Komentarze i odniesienia do literatury. Negatywne rozwigzanie problemu odwrotnosci
podobne do opisanego tutaj mozna znalezé w artykule [Graham] (jednak z innym finalnym
argumentem).

3.3. Postawienie problemu

Sformutujemy teraz gltéwne problemy, wokot ktorych skupione sa rozwazania zawarte w tej
pracy.

DowiedzieliSmy sie juz, ze istnieja miary, ktére nie maja naturalnego spektrum. Typowym py-
taniem, jakie warto postawié jest: jak male mogg by¢ wspotczynniki Fouriera-Stieltjesa miary,
dla ktérej zachodzi fenomen Wienera-Pitta? Zwracamy uwage, ze jesli miara ma po prostu
wspoélezynniki Fouriera-Stieltjesa szybko zbiezne do zera, to oczywiscie jest absolutnie ciagta
(powiedzmy, gdy ciag jej wspolczynnikéw Fouriera-Stieltjesa jest sumowalny z kwadratem, to
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otrzymujemy w istocie funkcje z przestrzeni L?(T)). Dlatego o tym problemie nalezy my$leé
w szerszym kontekécie, to znaczy w terminach zbioru wspotczynnikéw Fouriera-Stieltjesa - w
skrocie chodzi o to, ze nawet bardzo mate wspélczynniki moga powtarzac sie nieskonczenie
wiele razy, co moze doprowadzi¢ do zjawisk takich, jak przy produkcie Riesza. Wprowadzmy
definicje.

Definicja 3.3.1. Zbiorem Wienera-Pitta nazywamy taki zbior A C C, Ze jesli miara p €
M(T) spelnia F,, C A, to p ma naturalne spektrum, czyli dla miary p nie zachodzi fenomen
Wienera-Pitta.

Chodzi zatem o to, aby w terminach obiektow, ktore relatywnie tatwo kontrolowaé (wspol-
czynnikéw Fouriera-Stieltjesa) méc podaé kryteria gwarantujace naturalnos$é spektrum. Za-
cznijmy od najprostszego przypadku - zbioru skonczonego.

Twierdzenie 3.3.2. Kazdy zbior skonczony jest zbiorem Wienera-Pitta.

Dowdéd. Niech p € M(T) bedzie takie, ze F,, = {a1,as,...,an,} dla pewnego m € N. Roz-

wazmy wielomian
m

f(2) =TIz~ a).

k=1
Wielomiany dzialaja na dowolnym elemencie algebry M (T), wigc istnieje miara f(u) € M(T)
spelniajaca
p(f(1) = [(p(n)) dla kazdego ¢ € M(M(T)).

Zeby nie bylo watpliwosci miara f(u) jest okreslona wzorem

=

fw) = 11w — axd).

k=1

WezZmy teraz dowolna liczbe naturalna n € Z. Z definicji wielomianu f otrzymujemy

—

f(p)(n) = f(u(n)) = 0.

Zatem f(u) jest miara zerowa. Spektrum miary jest obrazem jej transformaty Gelfanda, niech
wiec ¢ bedzie funkcjonalem liniowo-multiplikatywnym na algebrze M (T). Wtedy ¢(f(u)) =
0. Z drugiej strony,

o(f(w) =1 ﬁ (p(p) — a).
k=1

Zatem dla pewnego < k < m zachodzi ¢(u) = ay, a stad ¢(u) € F),. Spektrum miary zawiera
oczywiscie wszystkie wspolczynniki Fouriera-Stieltjesa, wiec

U(M) = F,ua
co konczy dowdd. O

Ten dowdéd moze byé nieco nieoczekiwany - w przypadku miar o skonczonym zbiorze
wspoélezynnikéw Fouriera-Stieltjesa narzuca sie zastosowanie twierdzenia Helsona. Droga ta
takze doprowadzi do celu, lecz nalezy pokonaé istotna trudnosé: taka miara moze by¢ suma
miary dyskretnej skupionej na zbiorze punktéw o skonczonych rzedach i wielomianu trygo-
nometrycznego. Dla kazdej z tych miar z osobna potrafimy wykazaé¢ naturalnosé spektrum,
lecz nie wiemy tego (na razie) o ich sumie.

Pokrzepieni przykladem zbioru skoficzonego mozemy postawié¢ gtéwny problem.
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Problem 1 (Problem Wienera-Pitta). Czy istnieje nieskoriczony zbiér Wienera-Pitta?

Zwroémy uwage, ze mozemy zaktadac, iz w poszukiwaniach nieskonczonego zbioru Wienera-
Pitta ograniczamy sie do zwartych podzbioréw plaszczyzny zespolonej. Problem Wienera-
Pitta jest caly czas problemem otwartym, wiec zadowolimy sie na razie pewnym przeformu-
towaniem oraz wyciagnieciem wnioskow z konstrukcji poprzedniego rozdziatu.

Whniosek 3.3.3. Zbior {2%} N U {0} U {1} nie jest zbiorem Wienera-Pitta.
n

Przypomnijmy, ze przyktadem miary, dla ktérej zachodzi fenomen Wienera-Pitta, o wspol-

czynnikach Fouriera-Stieltjesa pochodzacych ze zbioru {2% }neN U{0}U{1} jest produkt Rie-
Sza.
Nalezy zastanowi¢ sig, jakiej formy odpowiedzi oczekujemy na problem Wienera-Pitta. Roz-
sadng hipoteza brzmialaby nastepujaco: jesli zbior przeliczalny jest odpowiednio ”ciasny”, to
jest zbiorem Wienera-Pitta. Aby to pytanie sformalizowaé postuzymy sie e-sieciami (e-sieé to
z definicji suma két otwartych pokrywajaca dany zbiér o promieniach nie wigkszych niz €).
Wygodnie bedzie wprowadzi¢ nastepujaca definicje.

Definicja 3.3.4. Niech A C C bedzie zbiorem zwartym. Ustalmy €. Funkcjg sieci zbioru A
nazwiemy funkcje € — A(e) okreslong jako moc minimalnej e-sieci zbioru A.

Zauwazmy, ze dla zbioru skonczonego A spelniajacego #A = n € N mamy A(e) = n.
Jednak dla kazdego nieskoniczonego zbioru zwartego A dostajemy

lim A(e) = 0.

e—0
Jest jasne, ze tempo wzrostu do oo funkcji sieci opisuje wiadnie ”ciasno$¢” zbioru. Mozemy
teraz sformutowac¢ problem Wienera-Pitta w wersji iloSciowej.

Problem 2 (Problem Wienera-Pitta - wersja ilosciowa). Czy istnieje funkcja rzeczywista f
spelniajgca

lim f(e) = oo,
e—0

ze jesli dla zbioru zwartego A C C zachodzi
Ae) < f(e),
to A jest zbiorem Wienera-Pitta.

Rozwazajac przyktad produktu Riesza mozna sie bez trudu przekonad, iz funkcja typu
| In e| nie roénie do nieskonczonosci wystarczajaco wolno.

Komentarze i odniesienia do literatury. Bardzo prosty dowdd faktu, iz kazdy zbiér
skonczony jest zbiorem Wienera-Pitta nie doczekal si¢ do tej pory (wedlug mojej najlepszej
wiedzy) opisu w literaturze. Problemy postawione w tym podrozdziale stanowia site napedowa
do zajmowania sie¢ wieloma zagadnieniami pobocznymi. Moge jednak zaryzykowaé¢ stwierdze-
nie, ze tak sformutowane pytania nie byly do tej pory dostatecznie mocno stawiane, o czym
swiadczy ubogosé informacji w dostepnych Zrédtach.
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3.4. Algebra M;y(T)

Pytania postawione w poprzednim podrozdziale zdaja sie by¢ bardzo trudne, dlatego warto
rozwazy¢ przypadek prostszy - miary, ktorych ciag wspotczynnikow Fouriera-Stieltjesa znika
w nieskonczonosci.

Definicja 3.4.1. Okreslamy zbior

Mo(T) = {p € M(T) : lim fi(n) =0}

n|—o0
Zbiér My(T) ma dobre wlasnosci algebraiczne, o ktérych méwi ponizsze stwierdzenie.

Stwierdzenie 3.4.2. Zbior My(T) jest podalgebrq (bez jedynki) algebry M(T) (a nawet ide-
atem). Ponadto zachodzq inkluzje

L'(T) € Mo(T) C Mc(T)

Dowdd. Fakt, iz miary znikajace w nieskonczonosci stanowia ideal jest oczywisty, wiec nie
bedziemy sie nad tym zatrzymywaé. Dalej, inkluzja L'(T) C My(T) jest konsekwencja lematu
Riemanna-Lebesgue’a. Na koniec wezmy miare p € My(T). Zgodnie z lematem Wienera
(wniosek 2.5.3) mamy wykazaé, ze

N

1
li i(n)]? =
gy 3 P =0

Wynika to jednak tatwo stad, ze jesli
lim fi(n) =0, to lim |fi]* =0
n—oo n—oo

oraz znanego faktu z analizy, iz cigg Srednich arytmetycznych ciagu zbieznego jest zbiezny
do tej samej granicy (mozna takze uzy¢ twierdzenia Stolza). O

Warto si¢ zastanowié¢, czy przypadkiem nie zachodzi réwno$é L (T) = My(T), co prowadzi
do sformutowania nastepujacego pytania.

Pytanie 5. Czy w algebrze My(T) istniejg miary singularne?
Okaze sie niedtugo, ze tak, dlatego postawimy kolejne pytanie.
Pytanie 6. Czy w algebrze My(T) zachodzi fenomen Wienera-Pitta?

Twierdzaca odpowiedZ na to pytanie poznamy podzniej. Wprowadzimy rowniez pojecie
ostabionego problemu Wienera-Pitta.

Problem 3 (Oslabiony problem Wienera-Pitta). . Czy istnieje zbior nieskonczony A taki,
ze jesli F,, C A dla dowolnego p € My(T), to p ma naturalne spektrum.

Ostatni podrozdzial tej pracy jest poswiecony dowodowi istnienia tego zbioru.
Na koniec tego podrozdziatu uzasadnimy jeden prosty fakt (przypominamy, ze spektrum w
algebrze bez jedynki okreslamy jako spektrum w tej algebrze z dotaczona jedynka).

Fakt 3.4.3. Niech € My(T). Wowczas zachodzi réwnosé

T Moy(T) (1) = O M(T) (1)
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Dowdd. Inkluzja oyrery (1) C o, (T) (1) jest oczywista, aby wiee wykazaé inkluzje przeciwna
wezmy A ¢ opr)(p). Zatem istnieje miara v € M(T) taka, ze

(b—A0) *xv=>4. (3.1)

Oczywiscie X\ # 0 (gdyz u € My(T)). Zapiszmy miare v jako v = (v + %5) — %5. Wystarczy
pokazac, ze

1
lim v(n) =——.

7 rownania 3.1 dostajemy dla kazdego n € Z.

(ji(n) = \) - B(n) = 1.
Korzystajac z zalozenia p € My(T) otrzymujemy zadany wynik. O
Komentarze i odniesienia do literatury. Algebra My(T) bedzie pelita wazna role w
dalszej czesci pracy. Pierwsze przyktady miar singularnych, ktérych wspdtezynniki Fouriera-
Stieltjesa zbiegaja do zera, to pewne miary skupione na odpowiednio dobranych zbiorach
Cantora. Szczegdlowego ich omoéwienia tutaj nie przedstawiamy, gdyz w ogdlnosci niewiele

potrafie powiedzie¢ o ich spektrum. Dokladny opis zagadnien z nim zwiazanych mozna znalezé
w ksiazce [Zygmund].

3.5. Podejscie operatorowe

Ten podrozdzial stuzy zbadaniu podstawowych wlasnosci tak zwanych operatoréw mnozni-
kowych. Zobaczymy potem, ze do problemu naturalnoéci spektrum miary mozna podejsé z
punktu widzenia takich operatoréw, dzieki czemu uzyskamy bardzo ciekawe rezultaty.
Zaczniemy od najprostszego przypadku, czyli operatora polegajacego na splocie z ustalona
funkcja. Wprowadzmy definicje.

Definicja 3.5.1. Niech f € LY(T) oraz 1 < p < oo, okreslamy operator mnoznikowy wzorem

Ti(g) = [ g
Zachodzi wazna nieré6wno$cé.

Fakt 3.5.2. Niech yp € M(T) oraz f € LP(T) dla 1 < p < oco. Wtedy zachodzi nieréwnosé

e * fllp, ey < el eyl f I zeery-

Prostego dowodu tej nieréwnoéci opartego na dualnoéci nie bedziemy tutaj przedstawiac.
Korzystajac z wlasnosci jader aproksymacyjnych dostajemy bez trudu.

Fakt 3.5.3. Dia kazdego f € L'(T) operator Ty jest dobrze okreslonym operatorem na prze-
strzeni LP(T), co wigcej dla 1 < p < oo oraz zachodzi ||Ty||p(re(ry) = It (T)

Bez trudu znajdziemy spektrum takiego operatora, o czym moéwi ponizsze stwierdzenie.

Stwierdzenie 3.5.4. Niech f € LY(T) oraz 1 < p < co. Wtedy zachodzi réwnosé

= o~

o(Ty) = oy (f) = f(Z) = f(Z) U {0}.
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Dowéd. Réwnosei op1(mygirsy(f) = F(Z) = f(Z)U{0} zostaly wykazane wezesniej. Zacznijmy
wiec od wykazania inkluzji f (Z) C o(Ty). Wezmy liczbe naturalng n € Z i rozwazmy liczbe

~ ~ ~

f(n) € f(Z). Mamy wykazaé, ze operator Ty — f(n)l nie jest odwracalny. Pokazemy wiecej

- ten operator nie jest réznowartosciowy, czyli nawet f(Z) C op(T}). Istotnie, przyjmijmy
g =x". Wtedy

~

Ti(g) = f*x" — f(n)x"

Niech teraz m € Z. Dostajemy

Ty(g)(m) = 0.
Wynika to z faktu, ze dla m # n A)?’\l(m) = 0, za$ dla m = n mamy W(n) = f(n). Zatem
Tr(g) = 0, czyli operator Ty — f(n)l ma niezerowe jadro. Dalej, zauwazmy, ze o(T') jest

o~ =

domknietym podzbiorem plaszczyzny zespolonej, wiec f(Z) C o(T) implikuje f(Z) C o(T)
(0 nie musi by¢ wartoscia wlasna tego operatora).

Wykazemy teraz, ze o(T') C f(Z) U {0}. Wezmy wiec z ¢ f(z)u {0}. Wtedy element f — zd
jest odwracalny w algebrze L'(T) @ {6}, czyli istnieje h € L(T) @ {\d} takie, ze

(f —20)*xh=4.

Rozwazmy teraz operator Ty(g) = h x g, dla g € LP(T). Pomimo faktu, iz element h w
ogélnosci jest miara, a nie funkcja, to biorac splot z funkcja z LP(T) otrzymamy z powrotem
funkcje z LP(T), a wiec T}, € B(LP(T)). Teraz

(Tho (T —2D))(g) =Th(fxg—29) = (fxg—29)xh =g

(Ty —2I)oTh)(g) = (Ty —zI)(h*g) =hxgxf—z(h*xg) = (h*g)=(f—20) =g

Zatem operator Ty — zI jest odwracalny, czyli z ¢ o(T), co konczy dowod. O

Przejdziemy teraz do przypadku bardziej skomplikowanego, to znaczy ogdlnych operato-
réow przemiennych z przesunieciami. Potrzebujemy kolejnych definicji.

Definicja 3.5.5. Niech 7 € T. Dla dowolnej funkcji f € L'(T) okreslamy jej przesuniecie
wzorem fr(t) = f(t—7). Powiemy, ze operator T'€ B(LP(T)) dla 1 < p < oo jest przemienny
z przesunieciami, gdy dla kazdego 7 € T i f € LP(T)) zachodzi

(T(f)r =T(fr)-

Zbior tych operatorow T € B(LP(T)), ktore sq przemienne z przesunieciami bedziemy oznaczaé
M,,.

Zachodzi nastepujacy prosty fakt.

Fakt 3.5.6. Dla kazdego p (1 < p < o0) M, jest domknietq podalgebrg (z jedynkq) algebry
B(LP(T)).

Dowdd. M, jest oczywiscie podprzestrzenia liniowa B(LP(T)). Latwo tez sprawdzié¢, ze zloze-
nie dwoch operatoréw z M, jest ponownie operatorem z M,,. Sprawdzimy domknietos¢, niech
(Th)nen bedzie ciagiem operatoréw z M, takim, ze ||T, — T||g(»(T)) — 0 przy n — oo dla
pewnego 1" € B(LP(T)). Teraz wezmy f € LP(T) oraz 7 € T. Ze zbieznosci operatoréw w
normie wynika zbieznos¢ punktowa, a zatem

Jim || T (fr) = T(f)l| oy = 0
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Korzystajac z przemienno$ci z przesunieciami operatoréw 7,, mamy
T [|(Ta(F))r — Tl = 0
teraz norma funkcji przesunietej jest rowna normie funkcji wyjsciowej, wiec otrzymujemy

lim [[(T(f))r = (T(f))7llLe(r) = 0

n—oo
Granica jest wyznaczona jednoznacznie, czyli (T'(f))r = T(f;), co konczy dowdd. O

Zauwazamy z tatwoscig, ze operatory Ty sa przemienne z przesunieciami, wigc warto
sie zastanowié, czy istnieja inne. Przeczaca odpowiedZ na to pytanie zawiera nastepujace
twierdzenie

Twierdzenie 3.5.7. Niech T' € M, dla 1 < p < co. Wtedy operator T jest mnoznikowy, to

~

znaczy istnieje ciqg (T'(n))nez € 1°°(Z) taki, ze
Tf(n) =T(n)f(n) dla kaidego n € Z oraz f € LP(T).

Cigg (f(n))nez bedziemy nazywaé transformatq operatora T .

~

Dowdd. ZnajdZzmy najpierw kandydata na ciag (T'(n))nez. W tym celu wezmy za f = x" dla
kolejnych liczb naturalnych. Otrzymamy w ten sposob

~

T(n) = Tx"(n) dla kazdego n € Z.
Przekonajmy sie, ze jest to ciag ograniczony, rzeczywiscie

T ()] < Ty < ITX[ze(ry < ITlB(Lr(7):

Musimy zatem wykazaé, ze dla kazdego f € LP(T) oraz n € Z zachodzi réwnosé

Tf(n) = Tx"(n)f(n). (3.2)

Ustalmy n € Z i wykazmy powyzszg réwno$é¢ dla charakterow, czyli wezmy f = x™ dla
pewnego m # n (réwnosé¢ dla m = n jest w trywialny sposéb prawdziwa). Korzystajace ze
znanych wzoréw otrzymujemy
(Tx™)r(n) = W(n)e_”” dlaTeT.
7 drugiej strony korzystajac z przemiennosci z przesunigciami mamy
(TX™)(n) = TP (n) = e Tx™(n) = e =™ Tx™ ().
Zatem dla kazdego 7 € T zachodzi

Y{X?l (n)e™™m" = efimTTW (n).

Zatozenie m # n prowadzi do wniosku W(n) = 0, ktéry pokazuje, ze réwnosé 3.2 jest
prawdziwa dla charakteréw. Z liniowosci obu stron dostajemy, ze jest ona prawdziwa dla
wszystkich wielomianéw trygonometrycznych. Niech teraz f € LP(T) i wybierzmy ciag wie-
lomianéw trygonometrycznych taki (Py)ren, ze

klg"f)lo Ilf = Pellzp(m) =0
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7 ciaggltosci operatora T dostajemy
lim [|T'f — TPgl|ze(T) = 0.
k—oo

Pamietamy jednak, ze zbiezno$é¢ w normie implikuje zbieznos¢ wspotczynnikéw Fouriera, wiec
wystarczy teraz w rownosci

TPi(n) = X (n) Bi(n)
przejsé stronami do granicy przy k — oo, aby dosta¢ réwnosé 3.2 dla wszystkich f € LP(T).

O]

Zwrbéémy uwage, ze prawdziwa jest takze implikacja odwrotna, to znaczy zachodzi naste-
pujacy fakt.

Fakt 3.5.8. Niech T € B(LP(T)) bedzie operatorem mnoznikowym. Wtedy T jest przemienny
Z przesunieciams.
Dowdd. Wezmy f € LP(T), 7 € T oraz n € Z i zajmijmy si¢ wykazaniem réwnosci
(Tf)r(n) =T fr(n).
Liczymy

—_— — -~

(Tf)e(n) =T f(n)e™"" = T(n)f(n)e"",
Tfr(n) = T(n)fr(n) = T(n)f(n)e™™"".

Funkcja jest wyznaczona jednoznacznie przez swoje wspotczynniki Fouriera, co konczy dowdod.

O]

Ze wzgledu na réwnowazno$é pojeé operatora mnoznikowego i operatora przemiennego
z przesunieciami bedziemy tych pojeé¢ uzywaé zamiennie. Podamy teraz uwage (niektérzy
autorzy wystepujaca w niej wlasno$¢ przyjmuja za definicje operatora mnoznikowego).

Uwaga 3.5.9. Niech T € MiT). Wtedy dla kazdych f,g € L'(T) zachodzi

T(fxg)=(Tf)*g.

Prostego dowodu polegajacego na pokazaniu, ze funkcje wystepujace po obu stronach
rownania maja te same wspotczynniki Fouriera nie bedziemy przedstawiac.
Na poczatku tego podrozdzialu rozwazaliémy operatory polegajace na splocie z ustalona
funkcja, warto wiec rozwazy¢ sploty z miara. Wezmy zatem pu € M (T) i rozwazmy operator
T,(f) = p* f. Jest to dobrze okre$lony operator mnoznikowy oraz 1), € B(LP(T)). Udo-
wodnimy teraz podstawowe twierdzenie dotyczace takich operatoréw. Potrzebujemy jednak
najpierw technicznego lematu.

Lemat 3.5.10. Niech pn € M(T). Wtedy
Jim [ Ko || arery = el v m,

gdzie K,, jest jgdrem Fejera.
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Dowdd. Ustalmy e > 0 i dobierzmy f € C(T), ||f|lc(r) = 1 takie, ze < p, f >> ||pl|arem) — §-
Po pierwsze, zachodzi nieré6wnos¢ ||u * Kn||arery < [lpllarery - [ EKnllzr(ry = [l1l|ae(r)- Dalej, z
wlasnosci jader aproksymacyjnych uzyskujemy

Tim [[f % K — flloe = 0.

Z drugiej strony, zauwazmy, ze zachodzi rowno$é < puxK,, f >=< pu, f*K, > (jej prawdziwos$¢
wynika z tacznosci splotu). Stad

nhfolo<“*K"’f>:n1LI§o<”’f*K" >=<pu, f>.

W szczegdlnosci definicja normy miary jako funkcjonatu na C(T) implikuje, ze istnieje N € N
takie, ze dla n > N dostajemy

o % Knllavrery 2< m, f >

Laczac te wyniki otrzymujemy

0 < lullarery = Nlp* Knllpremy S< py f > 46— <, f >=¢,
dla n > N, co konczy dowdd. O

Twierdzenie 3.5.11. Niech T' € M;T). Wtedy istnieje dokladnie jedna miara p € M(T)
taka, ze T' = T),. Co wiecej odwzorowanie j +— T}, jest izometrycznym izomorfizmem algebry
M(T) na algebre M;.

Dowdd. Wiemy, ze operator 1T' jest mnoznikowy - nalezy wiec wykazaé, ze jego transformata
jest ciagiem Fouriera-Stieltjesa pewnej miary. Aby ten cel osiagnaé¢ potrzebne Nam bedzie
jadro aproksymatywne o wspélczynnikach Fouriera réwnych 1 na coraz dtuzszych zbiorach.
Takim jadrem jest na przyktad jadro de la Vallee Poussina, ktérego wlasnosci @(n) =1
dlan < m+ 1 oraz [|Vin||p1r) < C, dla pewnej stalej C' > 0 beda kluczowe dla dowodu.
Rozwazmy ciag (T'(Vin))men. Mamy

T (Vi)llorery < IT M coplVinllzrery < CNT | Bz (Ty)-

Jest to wiec ciag ograniczony, wiec tratujac funkcje T'(V;,,) jako miary mozemy wybraé podciag
stabo* zbiezny (T'(Vin,))ken do miary g € M(T). Musimy teraz pokazaé, ze w istocie T' = T),.
W tym celu wystarczy udowodnié, ze dla kazdego n € N zachodzi réwnosé

T(n) = fi(n).

Ustalmy n € N. Staba* zbiezno$¢ miar implikuje zbieznos¢ wspotczynnikow Fouriera-Stieltjesa,
wiec

lim T'(n) Vi, () = Ai(n).

Dla dostatecznie duzych k (wystarczy k > n) mamy jednak Vm\k(n) =1, a wiec jest to ciag
staly od pewnego miejsca, co dowodzi, ze T'(n) = fi(n).

Sprawdzimy teraz wlasnosci odwzorowania N : M(T) — M; okre$lonego wzorem N (i) = T,.
Wida¢ od razu, ze jest to przeksztalcenie liniowe. Fakt, iz N zachowuje mnozenie réwniez nie
budzi watpliwosci - niech p, A € M(T), wtedy

N(pu*X) =Ty =Ty 0Ty = N(pu) o T(N).
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7 dowodu poprzedniej czeéci twierdzenia wynika takze, ze jest to odwzorowanie "na”. Aby
udowodnic¢ réznowartosciowosé zatézmy, ze T, = 0 (0 oznacza tutaj operator zerowy). Wtedy

~

T,.(f) = p= f =0 dla kazdego f € LP(T). Zatem dla kazdego n € Z zachodzi i(n)f(n) = 0.
Biorac teraz kolejno f = x™ dla n € Z otrzymamy p(n) = 0. Miara jest wyznaczona przez
swoje wspotczynniki Fouriera-Stieltjesa, wiec u = 0, a wiec operator N jest réznowartoéciowy.
Nalezy pokazac jeszcze, ze ||Ty||p(r1(ry) = |Iptl|ar(r)- Mamy

HTu(f)HLl(T) = |[p * f||L1(1r) < HMHM(T)HfHLl(T)-

Stad |[Tull g1 (ry) < |lpllarer)- Aby wykazaé, ze ostatnia nieréwno$é jest w istocie réwnoscia
skorzystamy z lematu poprzedzajacego twierdzenie. Pamigtajac, ze ||Kp|[1(r) = 1 mamy

T (K)o ery = |l * Knllarery — [lillaeer) przy n— oo.

W ten sposéb znalezli$my ciag wybijajacy norme, co koiczy dowéd réwnoscei || T, (Kn)||p(r1(r)) =
|2/ ar(ry 1 W konsekwencji catego twierdzenia. O

Pelne wykorzystanie tego rezultatu bedzie wymagalo pewnej obserwacji - spektrum ope-
ratora jest takie same, bez wzgledu na to, czy rozpatrujemy go jako element calej algebry
B(LP(T)), czy mniejszej algebry M,,. Najbardziej uzyteczne w dalszej czesci pracy beda dla
nas operatory, ktorych transformaty znikaja w oco. Wprowadzmy definicje.

Definicja 3.5.12. Dla 1 < p < oo wprowadzamy przestrzen

CoM, ={T € M, : lim T(n)=0}.

n|—o0
Nastepujacy fakt wynika wprost z definicji.

Fakt 3.5.13. Zbior CoM, dla 1 < p < oo jest domknietqg podalgebrq bez jedynki (nawet
idealem) algebry M,.

7 poprzednich wynikéw otrzymujemy réwniez.
Fakt 3.5.14. Algebra My(T) jest izometrycznie izomorficzna z algebrg CoMj .
Mozemy teraz sformutowaé¢ bardzo uzyteczne stwierdzenie.

Stwierdzenie 3.5.15. Niech T' € M, dla pewnego 1 < p < oo. Wtedy
o) (T) = o, (T).
Podobnie, gdy T € CoM, zachodzi
opr(m)(T) = ocom, (T).

Dowdd. Spektrum w wigkszej algebrze jest nie wieksze niz spektrum w mniejszej algebrze,
wiec otrzymujemy inkluzje

o) (T) C o, (T) dla T € M),

UB(Lp(’]I‘))(T) C O'COMP(T) dla T € C()Mp.
Wezmy teraz A ¢ opre(r))(T). Wtedy operator T' — Al jest odwracalny, wigc istnieje S €

B(LP(T)) takie, ze (T'— AI)S = S(T'— AI) = I. Pokazemy, ze operator S jest przemienny z
przesunigciami. Dla prostoty przyjmijmy oznaczenie U = T' — A, oczywiscie U € M,, Niech
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7 € T oraz g € LP(T). Mamy g, = US(g-) = SU(g9-) = S((Ug),). Dalej, zauwazmy, ze
réwniez (SU(g))r = g, wiec S((Ug)-) = (S(U(g)))-. Operator U jest odwracalny, czyli dla
kazdego f € LP(T) istnieje g € LP(T) takie, ze Ug = f. Zatem réwnosé¢ S(f;) = (Sf), zacho-
dzi dla kazdego f € LP(T), stad S € M), i ostatecznie A ¢ o, (T), co prowadzi do wniosku
opr(m)(T) C on,(T). Aby wykazaé druga czes¢ musimy do algebry CoM,, dolaczy¢ ope-
rator identycznosciowy. Rozumujac jak poprzednio dla T' € CoM, oraz A ¢ ope())(T)
(X # 0, bo 0 zawsze jest w spektrum dla takiego operatora T') uzyskujemy istnienie operatora
odwrotnego S € M,. Musimy wykaza¢, ze S = V + al dla pewnego V € CyM, oraz liczby
zespolonej a € C. Rozpatrzmy w tym celu operator V okredlony wzorem V = S+ %I . Wtedy

V(n) =5 (n) —|—§ =7 1) X +% ostatnia réwnos¢ wynika z faktu, iz S jest operatorem odwrot-
n)—

nym do T — Al oraz stad, ze transformata ztozenia operatoréw jest iloczynem transformat,

co sprawdzamy wprost z definicji. Skoro T € CoM,, to i V' € CyM,. Na koniec wystarczy

przyja¢ S =V — %I. O
W ten sposob otrzymujemy kluczowe dla Nas twierdzenie.

Twierdzenie 3.5.16. Niech € M(T), wtedy

o(Ty) = o(p).

Pozwala ono sprowadzi¢ badanie spektrum miary do badania spektrum operatora sploto-
wego na L!(T). Na tej obserwacji beda sie opiera¢ wyniki zawarte w nastepnym podrozdziale.
Na koniec, warto si¢ zastanowié, jakie jest spektrum operatora splotowego na przestrzeniach
LP(T) dla 1 < p < co. Odnotujmy, ze zachodzi nastepujace twierdzenie, ktérego nie bedziemy
dowodzi¢.

Twierdzenie 3.5.17. Niech p € My(T) oraz 1 < p < oco. Wtedy zachodzi réwnosé
opr(m))(Tu) = #(Z) U {0}.

Komentarze i odniesienia do literatury. Fakty przedstawione w tym podrozdziale sta-
nowia podstawy teorii mnoznikowej, ktéra mozna zglebié czytajac ksiazki [Larsen|, [Hérmander]
(w tej ostatniej mozna znalezé dowéd twierdzenia konczacego te cze$é pracy).

3.6. Praca Zafrana

Omoéwimy teraz wyniki Mischy Zafrana majace pierwszorzedne znaczenie dla naszych badan.
Okaze si¢, ze miary o naturalnym spektrum stanowia domkniety ideal w algebrze Mj(T).
Co wiecej, rezultaty zawarte w tym podrozdziale pozwola Nam sformutowaé¢ potem warunki
konieczne i dostateczne dla naturalnoéci spektrum produktéw Riesza.

Bedziemy uzywaé podejscia operatorowego. Zacznijmy od prostego lematu.

Lemat 3.6.1. Niech 1 <p < oo orazT'€ M,. Wtedy

T(Z) c o(T).

Dowdd. Podobne argumenty juz sie pojawialy, lecz przedstawimy krétkie rozumowanie dla
porzadku. Poniewaz o(T) jest zwarte wystarczy wykazaé, ze f(Z) C o(T). Wezmy wiec liczbe
n € Z i odpowiadajaca jej wartosé¢ T (n). Zgodnie z definicja spektrum przyjrzyjmy sie opera-
torowi U = T — T(n)1. Teraz U(x™) = T(x") — T(n)x™. Poréwnujac wspolczynniki Fouriera
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obu stron uzyskujemy U/(\)(m) = T( )x"(m) — T(n)x"™(m) = 0 (ostatnia réwnoéé wynika
stad, ze x"(m) = 0 dla m # n oraz x"(n) = 1). Zatem operator U nie jest réznowartosciowy,
wiec T'(n) € o(T'), co koniczy dowdd. O

W kolejnym lemacie zawiera sie juz o wiele gtebsza tresé.

Lemat 3.6.2. Niech 1 < p < oo i T € M,. Jesli A jest punktem izolowanym o(T), to X €

T(Z). Co wiecej, X jest biegunem prostym funkcyz meromorficznej o wartosciach w przestrzeni
operatoréw R(z,T) = (T — zI)~*

Dowéd. Dobierzmy e > 0 tak, by koto D = {z : |z—\| < ¢} spelniato warunek DNo(T) = {\}.
Rozwihmy funkcje R(z,T) w szereg Laurenta wokét A

= > Auz=N"dlalz— ) <e.

n=oo

Jak wiemy wspoétczynniki A, zadane sa wzorami

1 R(z,T)

A, =
Wezmy teraz funkcje analityczng f okreélona na otoczeniu o(T) i taka, ze f = 1 na D oraz
f=0nao(T)\ {\}. Wtedy wspdlczynniki A,, dla n < —1 mozemy wyrazi¢ wzorem

1 f(z)
Ay, =— / ——————R(2,T)dz,
n ori Jo (Z — )\)n+1 (Z ) z
gdzie C jest krzywa zamknieta zawarta w dziedzinie f otaczajaca A. Z twierdzenia o rachunku
funkcyjnym widzimy jednak, ze

Ap = f(TNT = X)™ tdlan< —1. (3.3)

Oczywiscie zaréwno A, jak i f(7T') naleza do M, a takze (z definicji dziatania funkcja na
element algebry Banacha)

fjﬁ(n) = f(T(n)) dlan € Z. (3.4)

Skoro R(z,T) nie jest analityczna w otoczeniu A, to istnieje m € N (m > 0), dla ktérego
A_,, = 0. Z réwnania 3.3 mamy f(7') # 0. Zatem znajdziemy takie n € Z (zobacz réwnanie
3.4), ze R

f(T(n)) #0.
Ale f(Z) C o(T), wiec z powyzszego warunku i definicji f dostajemy f(n) = ), co konczy
dowodd pierwszej czesci lematu.
Aby udowodni¢ druga czesé zalézmy, ze A nie jest biegunem prostym, czyli istnieje liczba
naturalna j > 2, dla ktérej A_; # 0. Dobierzemy wiec m € Z takie, ze Z_\J(m) #0.7Z
rownan 3.3 i 3.4 dostajemy

0 # A_j(m) = f(T(m))(T(m) — A) .

Stad f(T'(m)) # 0, czyli T(m) = A, co jest oczywista sprzecznoscia z warunkiem j > 2 i
otrzymang przed chwilg rownoscia. Konczy to dowdd drugiej czesci lematu. O

Nastepne twierdzenie nie bedzie uzywane w dalszej czesci pracy, lecz podamy je, gdyz jest
interesujace samo przez sie.
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Twierdzenie 3.6.3. Niech 1 <p < oo iT € M,. Jesli X jest punktem izolowanym o(T), to
A€ op(T).

Dowdd. Z lematu 3.6.2 dostajemy, ze A jest takze punktem izolowanym A(Z). Mozemy znalezé
zbiér skonczony A C Z taki, ze T(A) = {A}. Niech teraz f bedzie wielomianem trygonome-
trycznym postaci

neA
Zauwazmy teraz, ze przyjmujac U = T — AI mamy (7(7)(71) = 0 dla n € Z. Zatem (T —
M)(f) =0oraz f #0, czyli A € 0,(T), co konczy dowdd. O

Zanim przejdziemy dalej uzasadnimy nastepujacy prosty fakt.

Fakt 3.6.4. Dia 1 < p < oo oraz T € M), zachodzi réwnosé
T(Z) = op(T).

Dowéd. Inkluzja T(Z) C op(T) zostala wykazana w lemacie 3.6.1. Aby wykaza¢ zawieranie
odwrotne wezmy A € 0,,(T'), wtedy istnieje 0 # f € LP(T) takie, ze Tf — Af = 0. Z warunku
f # 0 wynika, iz istnieje n € Z o wlasnosci j?(n) # 0. Poréwnujac n-te wspotczynniki Fouriera
obu stron poprzedniej rownosci dostajemy

~ o~ ~

T(n)f(n) = Af(n).
Ostatecznie T'(n) = A, wiec A € T(Z). O

Kolejny lemat pokaze, ze w przypadku operatoréw mnoznikowych nie musimy przejmowac
si¢ spektrum residualnym.

Lemat 3.6.5. Niech 1 <p<oo i T € M,. Wtedy o,(T) = 0.

Dowéd. Wezmy A € o(T') \ 0p(T). Pokazemy, ze obraz U := T — A zawiera wszystkie wie-
lomiany trygonometryczne. U(LP(T)) jest oczywidcie przestrzenia liniowa, wiec wystarczy

wykazaé, iz naleza do niej charaktery. Ustalmy liczbe n € Z i rozwazmy funkcje g = f(x) X
n)—

(jest ona dobrze okreslona, bo A ¢ 0,(T) = T(Z) z faktu poprzedzajacego lemat). Zachodzi
rownosé

(T = AI)(g) = x™

Rzeczywiscie, obliczajac m-ty (m # n) wspoOlczynnik Fouriera obu stron otrzymamy 0, zas
dla m = n dostajemy R

dm)(T(n) ) = 1,
ktora to réwnos¢ jest spelniona na mocy definicji g. Ostatecznie U(LP(T)) zawiera wszystkie
wielomiany trygonometryczne, wiec jest to jest to gesty podzbior przestrzeni LP(T), czyli
A € 0.(T), co kohczy dowdd. O

Ostatni lemat wraz z faktem go poprzedzajacym prowadza do nastepujacego wniosku.

Whiosek 3.6.6. Niech 1 < p < oo oraz T € CoM,. Wtedy o.(T) jest niepuste tylko, gdy
o(T) #T(Z)u{0}.

Zauwazmy teraz, ze skoro Z jest przeliczalne, to dla T' € Cy M, zbior f(Z) jest oczywiscie
takze przeliczalny. Nastepny lemat pokazuje, ze jesli spektrum ciagle jest niepuste, to jest
zbiorem wigkszej mocy.
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Lemat 3.6.7. Niech 1 < p < oo oraz T € CoM,. Zalézmy, ze o(T) # T(Z) U {0}. Wtedy
oc(T) \ {0} jest niepustym zbiorem doskonalym. W szczegdlnosci, o.(T) \ {0} jest nieprzeli-
czalne.

Dowdd. 7 wniosku poprzedzajacego lemat wiemy, ze o.(T") \ {0} jest niepuste, wezmy wiec
z € 0.(T) \ {0}. Spektrum punktowe jest rozlaczne ze spektrum ciaglym oraz spektrum
rezidualne jest puste, stad o(7T") jest suma rozlaczng zbioréw T(Z) U {0} i oe(T) \ {0}, czyli
z ¢ f(Z) U {0}. Teraz, w oparciu o lemat 3.6.2 z nie jest punktem izolowanym o(7"), zatem
istnieje cigg réznych punktéw z, € o(T) taki, ze z, — z pray n — oo. Skoro T(Z) U {0} jest
zwarte i z ¢ T(Z) U {0}, to co najwyzej skoficzenie wicle z, nalezy do zbioru T/(Z) U {0}, a
wiec mozemy zalozyé, iz z, € o.(T) \ {0} dla wszystkich n € N. W ten sposéb wykazali$my,
ze kazdy punkt niepustego zbioru o.(T) \ {0} jest punktem skupienia tegoz zbioru. Stad
0c(T) \ {0} jest zbiorem doskonalym. Nieprzeliczalnosé zbioru o.(T) \ {0} wynika teraz z
faktu, iz o(T) jest suma o.(T) \ {0} i zbioru przeliczalnego T(Z) U {0}, co kohczy dowéd
lematu. O

Wykazemy teraz lemat méwiacy, ze zbior operatoréw o ”dobrym” spektrum jest zamkniety
na dodawanie.

Lemat 3.6.8. Niech 1 < p < o0 oraz T, S S € CoM,. Zaloimy, ze o(T) = T(Z) U {0} oraz
o(S) = S(Z) U{0}. Wtedy o(S+T) = (S+T)( )uU{0}.

Dowéd. Przypominamy, ze og(rr(1y) (S +T) = 0cym, (S +T). Spektrum operatora jest obra-
zem jego transformaty Gelfanda, wiec

o(S+T)={h(S+T):heMCoM,)}U{0}
C [{n(S) - h € M(CoMp)} U {0} + [{A(T) : h € M(CoM,)} U{0}]
=0(S5)+o(T)

Z zalozenia jednak oba zbiory o(T) i o(S) sa przeliczalne. Z wykazanego wlasnie zawierania
uzyskujemy, ze o(S + T') takze jest przeliczalne, co w polaczeniu z lematem 3.6.7 konczy

dowdd. O

Bedzie Nam potrzebna dalej wiedza dotyczaca relacji pomiedzy zbiorem najprostszych
operatoréw mnoznikowych, czyli splotéw z ustalong funkcja catkowalng, a calg algebra CoM,,.
W tym celu udowodnimy nastepujacy lemat.

Lemat 3.6.9. Niech 1 < p < oo. Oznaczmy przez my, domkniecie zbioru
{Ty: f e LY(T)}

w normie przestrzenie operatoréw B(LP(T)). Niech J bedzie dowolng domknietq podalgebrg
CoM, zawierajgcqg my. Zatozmy, ze h € M(J) \ Z. Wtedy h(T') = 0 dla wszystkich T € my,.
(

Dowdéd. Zalézmy przeciwnie, to znaczy h(T) # 0. Wtedy h € 9M(m,). Z drugiej strony
wykazaliSmy wczedniej, ze M(m,) = Z. Zatem istnieje n € Z takie, ze

h(U) = U(n) dla wszystkich U € my,.

Pokazemy, ze ta rownos¢ jest prawdziwa dla wszystkich U € J. Niech f bedzie wielomianem
trygonometrycznym spelniajacym f(n) = 1. Wtedy dla kazdego U € J dostajemy

W(U) = h(U)f(n) = h(U)W(Ts) = h(U o Ty) = U o Ty(n) = U(n).

Z zalozenia jednak h € M(J) \ Z, co jest sprzecznoscia konczaca dowdd. O
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Powstaje jednak pytanie, jak duza czescia calej algebry CoM, jest zbiér m,. Okazuje
sie, ze jest on istotnie mniejszy od zbioru operatoréw mnoznikowych, ktore majg naturalne
spektrum. Moéwi o tym ponizsze twierdzenie, ktérego nie bedziemy tutaj dowodzié¢, gdyz
wymaga wielu dodatkowych przygotowan.

Twierdzenie 3.6.10. Niech 1 < p < oo, (p # 2). Wtedy m,, jest wlasciwym podzbiorem
zbioru R
¢ ={T € CoM,, : op =T(Z)U{0}}.

Przechodzimy teraz do gléwnego twierdzenia z pracy Mischy Zafrana.
Twierdzenie 3.6.11. Niech 1 < p < 0o. Okreslmy zbior
¢ ={T € CoM, : o(T) = T(Z) U {0}}.
Wtedy
o Jesli h € M(CoM,p) \ Z, to h(T) =0 dla wszystkich T € €.
o ¢ jest domknietym ideatem w CoM)p,.
e M(€) =7.

Dowdd. Zaczniemy od dowodu czesci 1. Niech T € € oraz h € M(CoMp) \ Z. Ustalmy € > 0
i dobierzmy N € N takie, ze |T'(n)| < e dla n > |N|. Wezmy wielomian trygonometryczny f
okreslony wzorem

N .
f(l') _ Z ezkt'
k=—N

Wtedy f(n) =1dlan € {—~N,-N+1,...,N—1, N} oraz f(Z) = {0,1}. Okredlmy T} = ToTy
oraz 1o =T — T o Ty. Wtedy oczywiscie T' = T + T5. Z lematu 3.6.9 mamy

©(T1) = 0 dla wszystkich ¢ € M(CoM)) \ Z.

W szczegdlnosci, o(17) = TI(Z) U{0}. Z lematu 3.6.8 otrzymujemy takze (zbiér operatoréw o
naturalnym spektrum jest zamkniety na dodawanie) o(T) = T5(Z)U{0}. Pokazemy teraz, ze
|h(T3)| < e. Spektrum jest obrazem transformaty Gelfanda elementu, wiec h(T2) € o(Tz) =
T U {0}. Jesli h(Ts) = 0, to nie ma czego dowodzi¢. W przeciwnym wypadku istnieje n € Z
takic, ze h(Ty) = T(n). Jedli |n| < N, to definicja Tb implikuje, ze To(n) = 0. Prazy zalozeniu
|n| > N mamy . R R

[W(T2)| = [Ta(n)| = [T(n)(1 = f(n))] <e.

Zatem korzystajac z liniowosci dostajemy
IM(T)] = [A(Ty + T2)| = |(T2)] <e.

Dzieki dowolnosci € > 0 dowdd czesci 1 jest zakonczony.
Punkt 2 wynika teraz stad, ze
€ = ﬂ kerh.
heM(Co Mp)\Z

Udowodnimy teraz czes¢ 3. Wykazemy najpierw réwnoscé

o¢(T) =o(T).
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Wezmy T € € oraz X ¢ o(T). Wtedy istnieje S € CoM,, @ {al} takie, ze S = (T — A\I)~L.

Podobnie jak wcze$niej mamy tez

~ 1
lim S(n)=——.

Przyjmijmy oznaczenie g(z) = ﬁ Zgodnie z naszymi wynikami funkcja g dziata na T oraz

g(T) = S. Z definicji dzialania uzyskujemy

1

)\I)) =o(g(T)+ <I) = g(p(T)) + % dla kazdego ¢ € M(CoM, © {al}).

> =

(S +

Teraz g((T)) = g(T(Z U {0})) = S(Z) U{-3}. Dalej,

(52) U {31+ 153 = (B(@) + 1) U{0} = (5 + 1 D)Z) U {0},

Zatem (S + %I) €C, czyli S € € @ {al}, a wiec A & o¢(T). W ten sposéb pokazalismy, ze
o¢(T) C o(T).

Odwrotna inkluzja jest trywialna (spektrum w wiekszej algebrze jest nie wigksze niz spektrum
w mniejszej algebrze), stad ostatecznie o (T) = o(T).

Aby zakonczyé¢ dowéd punktu 3, zalézmy, ze istnieje h € M(¥) \ Z. Ustalmy ¢ > 0 oraz
wybierzmy T' € € spelniajace h(T') # 0. Roztézmy operator T' na sume operatoréow 17 i Th
jak w czesci 1. Jak poprzednio dostajemy Ty, Ty € €. Z lematu 3.6.9 dostajemy h(T1) = 0. Ze
wzgledu na réwnanie 3.6 mamy h(Ty) € o(Th), czyli istnieje n € Z o wlasnosci h(Ty) = Ta(n).
Uzywajac takich argumentéw jak w dowodzie czesci 1 otrzymujemy |h(T')| < e. Z dowolnosci
e > 0 mamy h(T), co prowadzi do wniosku h = 0 i konczy dowdd czesci 3 oraz calego
twierdzenia. O

Rozpatrujac przypadek p = 1 i przypominajac sobie izometryczny izomorfizm My(T) =
CoM; uzyskujemy nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 3.6.12. Przyjmujgc oznaczenie
% — (i€ My(T) : o(T) = 5(Z) U {0} },
zachodzq nastepujgce fakty
1. Jesli h € M(Mo(T)) \ Z, to h(u) =0 dla wszystkich p € €.
2. € jest domknietym idealem w My(T).
3. M(E) =Z.

Te rezultaty nie moga by¢ w istotny sposéb wzmocnione. W szczegdlnosdci, powyzsze
twierdzenie przestaje by¢ prawdziwe bez zalozenia o znikaniu ciagu wspotczynnikéw Fouriera-
Stieltjesa w nieskonczonosci.

Uwaga 3.6.13. Punkt 1 poprzedniego twierdzenia jest nie prawdziwy, gdy odrzucimy zatoze-
nie o € Moy(T).
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Dowod. Wybierzmy punkt 7 € T o rzadzie nieskonczonym. Mozna udowodnié, ze
0(0;) ={z€C:|z| =1}

Zatem, jesli h € M(M (T))\Z, to h(d5) € {z € C: |z| = 1}, co przeczy punktowi 1 cytowanego
twierdzenia. O

Podamy teraz uzyteczny w dalszej czesci pracy wniosek wynikajacy wprost z twierdzenia
3.6.12.

Whiosek 3.6.14. Algebra ilorazowa € /L' (T) ma pustq przestrzer ideatow maksymalnych.

Korzystajac z tego wniosku mozemy stworzy¢ nowa metode wykazywania, ze miara nie
ma naturalnego spektrum. Wprowadzmy definicje potegi splotowej.

Definicja 3.6.15. Niech u € M(T). Przyjmujemy p' := p oraz p™ = p™ L+ p dlan > 2.

Twierdzenie 3.6.16. Niech u € My(T) bedzie miarg niezerowq. Zalézmy, zZe dla kazdego
n € N miara p" jest singularna (wzgledem miary Lebesque’a). Wtedy o () # n(Z)U{0}, czyli
dla miary p zachodzi fenomen Wienera-Pitta.

Dowdd. Zalézmy przeciwnie, to znaczy o(u) = a(Z) U {0}, a wiec u € €. Z wniosku poprze-
dzajacego twierdzenie oraz wzoru na promien spektralny dostajemy

1

Tim ([l + LY D)lgyzamy) ™ =0,

W oparciu o definicje normy w algebrze ilorazowej mamy

1

Jim (inf{|lu" + 11| - f € LN(T)}) " =0.

Skoro p" sa miarami singularnymi, to |[u™ + f[| = |[u"|| + [|f]| = ||x"|| dla wszystkich
f € LY(T) oraz n > 1. Zatem

lim ||"|[% = 0.

n—oo
Z definicji promienia spektralnego jest to mozliwe tylko, gdy o(u) = {0}, a wiec u(Z) = {0}.
Ostatecznie u = 0, co jest sprzecznoscia dowodzaca shusznoéci twierdzenia. O

Za pomoca tego twierdzenia dowiemy sie w nastepnym podrozdziale wiele o spektrach
produktéw Riesza.
Pokazemy teraz inne zastosowania twierdzenia 3.6.12. Uzyteczna bedzie dla Nas pewna kon-
wencja notacyjna opisana w ponizszej definicji.

Definicja 3.6.17. Jesli p € M(T) oraz f € L'(u), to przezv = fu bedziemy oznaczaé jedyng
miare okreslong przez warunek dv = fdpu.

Udowodnimy teraz prosty lemat.
Lemat 3.6.18. Niech p € My(T). Jesli v € M(T) jest takie, zZe v < |p|, to v € My(T).

Dowéd. Skoro v jest absolutnie ciagla wzgledem p, to istnieje f € L'(u) takie, ze v = fu.
Pokazemy, ze U znika w oo. Ustalmy ¢ > 0. Istnieje wtedy wielomian trygonometryczny P
taki, ze

9
L17= Plaial < 5.
T
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Niech vp = Pu. Wtedy

n n
vp(n) = Z agfi(n —ng) dlan € Z, gdzie P = Z agpx"*.
k=1 k=1

Skoro fi znika w oo, to istnieje N € N takie, ze [Vp(n)| < § dla n > |N|. Laczac te rezultaty
dostajemy, dla n > |N|

()| < 19(0) = o(0)] +17p(0)] = | [ (7 (f(@) = P(@))du(a)| + |7p(n)| < 5 + 5 ==

7 dowolnosci € > 0 jest to koniec dowodu. O

Mozemy teraz sformutowaé wazne twierdzenie §wiadczace o tym, ze wlasnosé naturalnego
spektrum przenosi si¢ przez relacje absolutnej ciaglosci.

Twierdzenie 3.6.19. Niech € €. Jesliv € M(T) spelnia v < |p|, tov € €.

Dowdd. 7 lematu poprzedzajacego twierdzenie, wiemy, ze v € My(T). Teza twierdzenia zo-
stanie wykazana, jesli sprawdzimy warunek o(v) = 7(Z)U{0}. Wezmy x™ dla pewnego n € Z.
Na poczatek uzasadnimy tozsamos$é

(X" 1) * (X" p2) = X" (1 * p2) dla wszystkich i, g € M(T). (3.5)

Dokonamy tego obliczajac wspotczynniki Fouriera-Stieltjesa obu stron w oparciu o znane
reguty. Niech m € Z oraz v = (x" 1) * (X" u2)

v(m) = x"p1(m) - X" p2(m) = pn(m — n) - pz(m —n).
Z drugiej strony, oznaczajac A = x"(u1 * u2) dostajemy

A(m) = (1 % p2) (m — ) = fii(m — n) - 3 (m — n).

Zatem obie miary wystepujace w réwnaniu 3.5 maja te same wspotczynniki Fouriera-Stieltjesa,
co konczy dowdd tej réwnosci.

Oznaczmy pyr = X"pu dla n € Z oraz Ryn(X) = X"R(A\, p) = x"(u — A0) L dla A & o(p). Z
réwnoéei 3.5 otrzymujemy, ze jesli A ¢ o (), to R(A, piyn) = (pyn — A8) ™1 istnieje i zachodzi
tozsamo$é R(A, pyn) = Ryn(X). Rzeczywidcie, wystarczy, ze uzasadnimy réwnosé

Ryn(A) * (pyn—xs) = 0.

Wtedy skoro R~ () istnieje oraz jest odwrotnoscia elementu ji,n —Ad, to oczywiscie Ryn () =
R(A, ptyn). Dokonamy teraz ciagu przeksztalcen

Ryn (A) = (pyn—xs) = (X"R(A, ) * (X1 — M) =

X" (R, ) 5 ) = AXR(A, ) = X" (R(A, ) * (1 — Ad)) =

x"6 = 9.

Zatem X\ ¢ o(fyn), co prowadzi do zawierania o(uy») C o(p). Zauwazmy jednak, ze p =
X" yn, a wiec przeprowadzajac takie samo rozumowanie dostaniemy o(p) C o(pyn), czyli
o(p) = o(pyn) = Z U {0}. Pamietajac, iz 1, (Z) = [i(Z) otrzymujemy ostatecznie

o (i) = iy (Z) U {0},
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Stad p € € dla wszystkich n € Z. Dalsza cze$¢ dowodu opiera si¢ na argumencie gesto-
Sciowym.

Niech P = > }_; apx™ bedzie wielomianem trygonometrycznym i oznaczmy vp = Pu =
> k1 aipiyni . Teraz, vp jest kombinacja liniowa elementéw z ¢, a wiec z twierdzenia 3.6.12
dostajemy

o(vp) = vp(Z) U{0}. (3.6)

Zbiér {Pp : P — wielomian trygonometryczny} jest gesty w zbiorze {fu : f € LY (p)}, co
w polaczeniu z réwnaniem 3.6 daje o(fu) = fu(Z) U {0} dla wszystkich f € L'(u). Dowdd
koficzy przypomnienie sobie zatozenia v < |u| (stad v = f|u| dla pewnego f € LY(u)). O

Za pomocy ostatniego twierdzenia oraz twierdzenia 3.6.12 mozemy podaé rezultat ogdl-
niejszy. Najpierw jednak potrzebna pewna konwencja notacyjna.

Definicja 3.6.20. Niech .7 C M(T) bedzie zbiorem miar. Piszemy pL.% dla p € M(T), gdy
zachodzi warunek
plv dla wszystkich v € F.

Twierdzenie 3.6.21. Jesli p € M(T) jest miarg dodatniq takaq, Ze p™ jest singularna (wzgle-
dem miary Lebesgue’a) dla kazdego n € Z, to u L €.

Dowdéd. Zatézmy przeciwnie, to znaczy niech v € ¥ bedzie miara, ktéra nie jest singularna
wzgledem p. Z twierdzenia 3.6.19 |v| € €. Oczywiscie miara |v| takze nie jest singularna
wzgledem p. Napiszmy jej rozktad Lebesgue’a wzgledem p

|v| =11 + 1o, gdzie 11,9 > 0 oraz v < u, Vol pu.

7 zalozenia v; # 0. Co wiecej, z twierdzenia 3.6.19 v; € 4. Teraz, z wlasnosci rozktadu
Lebesgue’a otrzymujemy v’ < p" dla n € Z, a skoro p" jest singularna wzgledem miary
Lebesgue’a, to v} takze. Tymczasem twierdzenie 3.6.16 implikuje, ze o(v1) # vi(Z) U {0}.
Jest to sprzecznosé konczaca dowdd twierdzenia. O

Komentarze i odniesienia do literatury. Ten podrozdzial stanowil szczegdélowe omo-
wienie pracy [Zafran]. Wyniki w niej zawarte sa podstawowe dla calej pracy i dlatego posta-
nowitem zrobi¢ to tak dokladnie.

3.7. Produkty Riesza

W podrozdziale ” Fundamentalny przyktad i fenomen Wienera-Pitta” zdefiniowaliémy po raz
pierwszy produkt Riesza. Zbadamy teraz klase tych miar doktadniej, co pozwoli Nam wska-
zaC obszerny zbiér miar singularnych nalezacych do My(T), dla ktérych zachodzi fenomen
Wienera-Pitta. Okaze si¢ rowniez, iz istnieja miary singularne o naturalnym spektrum.
Zacznijmy od prostego lematu o wlasnosciach arytmetycznych ciagéw lakunarnych.

Lemat 3.7.1. Niech (ng)ren bedzie ciggiem lakunarnym spelniajgcym TLZ—? > q > 3 dla
pewnego q € R. Wtedy kazda liczba catkowita m € Z ma co najwyzej jedno przedstawienie w
postaci

k
m = Zsjnj, gdzie 5 € {—1,0,1}. (3.7)
j=1
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Dowod. Wezmy liczbe catkowita m € Z i zalézmy, ze ma ona przedstawienia postaci

t

k
m = Z&tjnj = Z&?Enl, gdzie €;,¢; € {—1,0,1}.
j=1 =1

Po pierwsze, zauwazmy, ze musi zachodzié¢ k = t oraz e} = €} (to znaczy wspélczynniki przy
¢; lub ¢} przy indeksach wyzszych niz min(k, t) sa zerowe). W przeciwnym przypadku mozemy
bez straty ogélnosci zatozyé, ze t > k. Wtedy przekladajac wyraz najwyzszy na jedna strone

otrzymamy réwnosé
t—1

ng = Zajnj, gdzie a; € {-2,-1,0,1,2}.
j=1

Jednakze (korzystamy z lakunarnosci oraz wzoru na sume szeregu geometrycznego).

2 _
Za]n] QZ”J 20— 1th i1 nt_11q

Jj=1 q

Z zalozenia jednak m; > gni;_i;. W oparciu o warunek ¢ > 3 dostajemy qns_1 > 27;__11(1’

co jest spodziewana sprzecznoécia (jedna z nieréwnosci bylta ostra). Dow6d lematu konczy
zastosowanie identycznego argumentu do nizszych wskaznikéw. O

Ze wzgledu na réwnosci 12 = 16 — 4 = 2% — 22 = 8 + 4 = 23 + 22 widzimy, ze liczba 3 jest
najmniejsza liczba naturalng zapewniajaca jednoznaczno$¢ przedstawienia 3.7.
Ustalmy ciag liczb rzeczywistych (ay)ken spelniajacy —1 < ax < 1 oraz ay # 0 dla wszystkich
k € N. Wezmy takze ciag lakunarny (ng)ren taki, ze nflzl > q > 3 dla pewnego ¢ € N.
Rozwazmy skonczony iloczyn postaci

=

Ry (t) = | | (1 4+ aj cosnit).

k=1

Tak samo jak wczesniej bez trudu udowadniamy nastepujace stwierdzenie.

Stwierdzenie 3.7.2. Cigg (Rn)nen przy ustalonych wyzej zaloZeniach jest stabo z-* zbiezny
do pewnej miary dodatniej R = R(ak,ny). Miara ta ma wspélczynniki Fouriera-Stieltjesa
postaci

PR k A el
R(Z gjnj) = H (cg) ’ , gdzie ¢; € {—1,0,1}
j=1

j=1

]%(m) =0 dla m, ktérych nie da sie przedstawié w postaci takiej jak wyzej

Miare R = R(ax,ny) bedziemy nazywaé produktem Riesza. Ponadto piszemy

o0
R = R(ag,ng) H (1 + ag cosnyt), (3.8)

co nalezy rozumied jako zdanie: "miara R jest reprezentowana przed produkt 3.8” (to znaczy
powstaje jako staba* granica ciggu miar (Ry)Nen)-

Whprost z postaci wspotczynnikow Fouriera produktu Riesza mozemy podaé ponizszy
wniosek.
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Whniosek 3.7.3. R(ap,ng) przy zalozeniach na ciggi (ax)ken oraz (ng)ken jak wczesniej
nalezy do My(T) wtedy i tylko wtedy, gdy

lim a; = 0.
k—oo

Wykazemy teraz, ze kazdy produkt Riesza jest miarg ciagla.
Fakt 3.7.4. Niech R = R(ag,ny) bedzie produktem Riesza. Wtedy R € M.(T).

Dowdd. Zgodnie z lematem Wienera wystarczy udowodnic, ze

1 N

. D 2 _
N ON T n:Z—:N [R(n)]" =0

Uzasadnimy teraz, iz mozna ograniczy¢ sie do produktu R(1,3%). Rzeczywiscie, bedziemy
szacowaé wspélezynniki Fouriera-Stieltjesa z goéry, a takze im szybciej ciag (ng)ren dazy do
nieskoniczonodci, tym "rzadziej” beda roztozone wspbdtczynniki Fouriera-Stieltjesa. Dalej, dla
kazdego k € N |ag| < 1 oraz z lakunarnoéci ny, > ¢* > 3*.
Od teraz R = R(1,3F). Ustalmy liczbe N € N. Oczywicie, jedli liczba naturalna m ma
przedstawienie w postaci

k

m=> ¢;3 dlaee{-1,01}, (3.9)
j=1

to —m takze ma odpowiednie przedstawienie, wiec mozemy ograniczaé¢ sie do zliczania do-
datnich wsp6tczynnikéw Fouriera-Stieltjesa. Skoro m € [0, N], to musi zachodzi¢ 3¥ < N,
czyli k < % (wynika to z faktu, ze w ciagu 3* kazdy wyraz jest wiekszy od sumy wszystkich
poprzednich). Teraz przejdzmy do szacowania wartosci kwadratéw wspétczynnikow Fouriera-
Stieltjesa. Odpowiada za nig jedynie liczba niezerowych €; w rozktadzie. Przyjmijmy ozna-
czenie wy - suma wartosci kwadratow wszystkich wspotezynnikow produktu Riesza, ktorych
indeksy mozna zapisa¢ w postaci 3.9. Na mocy poprzedniej uwagi dostajemy

T ey

42

Laczac ten wynik z poprzednim oszacowaniem, dostajemy

N

In
In3 In5—In4

o 3 IR 2(0)
n XX == 5
2N +1 = 2N+1 2N +1

co konczy dowdd. O

Zauwazyliémy wczeéniej, ze produkt Riesza R(1, 3) nie jest miara absolutnie ciagla wzgle-
dem miary Lebesgue’a. Warto sie zastanowi¢, czy jest to prawda dla dowolnego produktu
Riesza. Czesciowa odpowiedZ na to pytanie zawiera ponizszy fakt.

Fakt 3.7.5. Jesli (a,) € 12(Z), to produkt Riesza R(ay,ny) jest miarg absolutnie cigglg
wzgledem miary Lebesgue’a.
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Dowéd. Niech R = R(ag,ni). Wystarczy udowodnié, ze (R(n))nez € 12(Z). Wtedy z twier-
dzenia Riesza-Fischera miara R bedzie miara absolutnie ciagta z gestoscia calkowalng z kwa-
dratem. Przypominajac sobie oznaczenie

N
= H(l + apcosnyt) dla N € N
k=1

oraz fakt, iz R(n) = Ry(n) dla |n| < N widzimy, ze wystarczy uzasadni¢ nieréwnoéé

N
Z |Ry(n)?| < C dla pewnej stalej C > 0 niezaleznej od N.
n=—N

W tym celu zastosujemy tozsamosé Parsevala

N

3 [Ry(n)? = | RN 122

n=—N
Dokonajmy najpierw prostego przeksztaltcenia.

2 2
a a
(1 + ay cos nkt)2 =1+ 2ag cosnyit + a% cos n%t =1+ Ek + 2ay cosnit + ?k cos 2nt.

W zwiazku z tym otrzymujemy

) 1 p2r N a2 a2 N a2 N )
RN 72(m) = —/ H(l—l——k+2akcosnkt+—kcos2nkt)dt: H(l+—k) < | (X +af).
2mJo 5 2 2 k=1 2 k=1

Przedostatnia réwnosé wynika stad, ze po wypisaniu iloczynu uzyskamy sume wyrazenia
Hfg\le(l + a2) oraz innych, w ktérych wystepuja funkcje postaci cosn;,t - cosngyt ... cosn;, t
majace calke réwng zero (wszystkie n;, musza by¢ rézne ze wzgledu na warunek nﬁ—:l > 3).
Ostatecznie dostajemy

N - N 00
> 1By = [|Rylfery < [T +ai) < [T(1+a}) <
n=—N k=1 k=1
co konczy dowdd. O

Zastanowimy sie teraz, jaka jest relacja pomiedzy réznymi produktami Riesza. Zaczniemy
od prostszego przypadku.

Bardzo naturalnym pytaniem jest, co sie dzieje w przypadku, gdy réznica ciggéow ay i
by nie jest sumowalna z kwadratem. Okazuje si¢, ze ten warunek wymusza juz wzajemna
osobliwo$é produktéw Riesza (zakladajac, ze ny = my dla kazdego k € N). Jest to wazny
wynik, ktérego dowdd jest bardzo ciekawy, o czym przekonamy sie za chwile.

Stwierdzenie 3.7.6. Niech Ry = R(ax,ny), Ra = R(bg,nk) bedg produktami Riesza takimi,
ze

[o.¢]

Z ap — bk = Q.
Wtedy miary Ry © Ry sq wzajemnie osobliwe.
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Dowdd. Dla wygody przyjmijmy ar = E(nk), by = ]/%\g(nk) zamiast oznaczen wystepujacych
w sformulowaniu stwierdzenia (podzieliliémy wyrazy ciagdéw ay i by przez dwa). Przy tych
zalozeniach obowiazuje oczywiscie nadal ta sama nieré6wnosc.

[e.e]

Z la, — by|? = cc.

k=1

Mozemy wiec dobraé ciag liczb zespolonych (¢;)ien oraz rosnacy ciag liczb naturalnych [(k)
takie, ze (¢;)ien € [2(N), a ponadto

1(k+1)

Y alm—b)=1dlak>1 (3.10)

1=I(k)+1

Okreslmy teraz wielomiany trygonometryczne fj, wzorem
I(k+1)

fk(t) = Z Cl(emlt — bl).

1=I(k)+1

Uzasadnimy teraz, ze zachodza ponizsze przejécia graniczne.
lim / | fel?dRy = 0,
k—oo JT

lim/|fk|2dR2:1.
k—oo JT

W tym celu musimy wykonaé¢ rachunek (pomijamy dokladne indeksy sumowania dla lepszej
czytelnosci).

[fe@®) = fu®) fe(t) =D a(e™ —b) - Y e(e™" —b,) =

l T
Z |Cl‘2 + Z Clﬁe—i(nr—nz)t _ Zabr . Z cetmit Z by - Zc—re—imt + Z by - Zﬁbr
! l#r r I ] - 7 "
Stad

JECREED SRS SRS S A SEUE
l l

l#r r

olal? = b = lal*(1 - b7).

1 1 1
Powracajac do indekséw sumowania dostaniemy
1(k+1) I(k+1)

L1nPar= 3" JaPa-) < S laf* —0pray k- .
T I=1(k)+1 I=l(k)+1

Obliczamy teraz druga granice (bedziemy istotnie wykorzystaé¢ réwnanie 3.10).
/ |fr?dRy =
T
Z lal* + Z CiCrara; — Zabr : chal - chbl : ZCTGT + Zczbz : ZabT =
1 r 1 ! T 1 r

l#r

SlalP+> aa- Y Gar—> lal’af =Y Ebe - Y qa— > b =
] T 1 T 1 1

1
Yolal?=> lalai + > am =Y ab =
1 1 . 1
1+ Z ler)?(1 = a?).
.
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Zatem

1(k+1)
/ flPdRi =1+ S Jal?(1—af) — 1 przy k — oc.
T 1=1(k)+1
Wykazemy teraz, ze
Jim fiy =1 w LY(Ry). (3.11)
— 00

Korzystajac z nieréwnosci Schwarza dostajemy

2
(/ !fk—1|dR1) </\fk—112dR1:/ \fk]2dR1—2Re/fde1+l
T T T T

1(k+1)

/ |fe|?dRy — 2Re Z c/(aj —bj)+1— 0 przy k — oo,
T 1=1(k)+1

co dowodzi réwnosci 3.11. Wybierzmy teraz podciag (z ciggu ograniczonego w L?(Ry) mozna
wybraé podciag zbiezny prawie wszedzie) (k) en taki, ze

lim f (t) =0dlat € F, gdzie F-borelowski spetnia Ry(F) = 1.

j—oo
7 drugiej strony
lim fp, =1w LY(Ry),

J]—00

co prowadzi do wniosku R;(F') = 0. Obie miary sa dodatnie i maja norme 1, wiec jest to
mozliwe tylko, gdy R Rs, czego nalezato dowiesc. O

Produkt Riesza R = R(0,ng) jest po prostu miara Lebesgue’a, dzieki czemu dostajemy
wazny wniosek.

Whniosek 3.7.7. Niech R = R(ag,ny) bedzie produktem Riesza. Jesli zachodzi warunek

to miara R jest singularna.

Zanim przejdziemy do rozwazenia przypadku sumowalnosci z kwadratem réznicy ciggdéw
ay, 1 by, wprowadzimy pewng definicje.

Definicja 3.7.8. Powiemy, Ze miary pu,v s¢ réwnowazne (oznaczenie p ~ v), jesli sq sku-
pione na tych samych zbiorach (réwnowaznie, gdy p <K v oraz v < ).

Kierujac sie w strone nastepnego stwierdzenia bedziemy potrzebowaé dwéch technicznych
lematow oraz nieco wiecej konwencji notacyjnej.

Lemat 3.7.9. Niech u € M(T) oraz f,g € L' (i) bedq takie, ze miary fu oraz gu sq miarami
probabilistycznymi (zakladamy tutaj w szczegdolnosci, ze p, f,g > 0). Wtedy

(L) <a(1- ([ v7va)).

73



Dowdd. 7 nieréwnoéci Schwarza oraz zatozen dostajemy

</T\f—gldu>2 < ([ WF-valau) ([ IWVF+vaPau) =
o2 ) o ) 41 (o)

Wprowadzimy teraz troche notacji, ktéra utatwi dalsza prace.

Definicja 3.7.10. Niech Ry = R(ax,ny), Ry = R(bg,ny) bedqg produktami Riesza. Wprowa-
dzamy oznaczenia

qr = 1+ apcosngt, q = 1+ by cosnyt

n n
=[] v, =] @
k=1

k=1
n—+r+s
h(n7rv 8) :p;z H qk? I(?’L,T, 8) - / qkq;{;h(n7r7 8>dy7
k=n+r+1 T

gdzien,r,s e N, n>0,r>1, s> 1. Wtedy h(n,r,s) jest nieujemnq funkcjq ciggle na T.
7 nieréwnosci Schwarza dostajemy prosta uwage.

Uwaga 3.7.11. Niechn,r,s e N,n>0,r>1, s > 1. Wowczas 0 < I(n,r,s) < 1.
Mozemy teraz udowodnié¢ drugi lemat.

Lemat 3.7.12. Niech p = R(ag,nk) oraz v = R(bg,ng) bedq produktami Riesza. Zaldzmy,
ze

lim (ian(n,r, s)) =1

n—oo \ 7,8

Wtedy v < v oraz

gdzie g—z oznacza gesto$¢ miary v wzgledem .

Dowdd. Bez straty ogélnosci mozemy zalozyé, ze |p,| > 0 dla kazdego n € N. Z definicji
produktu Riesza dostajemy dla ustalonego n € N
/ /

lim &pm_s = &,u, stabo™ w M (T).
Pn

§—00 pn

Zatem

! / / /
p p . p p
/’J — n—”]d,u: lim / |~ — n+tr Prsrpsdt =
T Pn *©JT Pn

Pn+r s Pn+r
n-+r n—+r n+r+s
. / /
dm [T e TLdklel T aar
T k=1 k=1 k=n-tr+1
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Zauwazmy teraz, ze h(n,r,s) jako miara absolutnie ciagla wzgledem miary Lebesgue’a na
okregu jest miara probabilistyczna. Mozemy wiec zastosowaé lemat 3.7.9 uzyskujac

n+r n—+r n+r—+s
/IH%— I e, I  awdt <41 —1I(n,r,s)?).
T k=1 k=1 k=n-tr+1

7 zalozenia jednak ostanie wyrazenie dazy do zera przy n dazacym do nieskonczonodci. Stad

ciag (%) o jest ciggiem Cauchy’ego w L!(u). Zauwazmy jeszcze, ze ciag (i—"u) jest stabo
n n n

* zbiezny do v (z definicji produktéw Riesza), a wiec

/

. p
lim |[="pu — v||prr) = 0,
Pn

n—oo
co prowadzi do wniosku v < p i koniczy dowdd lematu. O

Stwierdzenie 3.7.13. Niech Ry = R(ag,ny), R2 = R(bg, my) beda produktami Riesza. Jesli

zachodzi warunek
o

(ak — bk)Q < 00,
k=1

to miary Ry © Ro sq¢ réwnowazne.

Dowadd. Zalézmy na poczatek, ze np = my dla kazdego k € Z. Jest jasne, ze pomnozenie
wszystkich liczb ayg, by, przez pewna staly nie wplynie na zbieznos$é szeregu wystepujacego w
szeregu, wiec przyjmiemy ap = E(nk), b = R\Q(nk) (pomnozyliSmy przez dwa). Zamiast
zaklada¢ warunek opisany w stwierdzeniu bedziemy przyjmowac, iz

— < 00. .
=2 — lar — bl?

Jest jasne, ze zbieznosé oryginalnego szeregu implikuje zbiezno$¢ szeregu w réwnaniu 3.12.
Korzystajac z naszej konwencji notacyjnej (zobacz definicje 3.7.10) przeprowadzimy rachunek
dla ustalonych n,r € N, n,r > 1.

1
n-r n-+r n+r I\2\ 2
I o, 1 1 )
r_ | I Zaqn + = ’) I I 9 Tkl P

k=n+1 k=n+1 k=n+1
n—+r n+r 1\2
1 1, (arx — q,)
H Sk + Qk) H (2 - vl i e
k=n+1 [(2 L (qr +a,)
n+r n+r ( 1\2
— QG — q,)
{ 11 vau [1 B (ar + q},)?
k=n+1 k=n+1 k
n+r n—+r n+r /1\2
1 1 1 1 (g5 — d})
(Far+ 5q) — (545 +547) | ’ :
L Gaersi= 2 I G50 ey e g om

7 definicji produktéow Riesza mamy jednak

Hzlf(qj(l') + q]'($),) > 2— |aj — bj‘ dla j € N.

Ponadto
jlaxy 1 ]‘ / /\2 2
[ Gat 5= dhnrs)dy =la; - byl
T imnt1ij

75



Zatem

g 1, W (a5 —by)?
I(n,r,s)>/ [T Gae+gaontnrody— 3 55—
T j=n+1 j=n+1 I

1 nff (a; — b;)?
2—(a; —b;)*

j=n+1

7 rownania 3.12 wynika, ze

lim inf I(n,r,s) = 1.

n—oo 1,8
Sa zatem spelnione zalozenia lematu 3.7.12, co dowodzi, ze Ry < R;. Warunek wystepujacy
w zalozeniach jest jednak symetryczny, a stad R; ~ Ro. Jest to koniec dowodu w przypadku,
gdy my = ny, dla kazdego k € N.
Niech teraz my # nj dla pewnego k € N. Mozemy znalezé odpowiedni ciag (Ix)reny bedacy
przecieciem ciagéw my i ny (ustawionym w kolejnosci rosnacej). Jest to réwniez ciag laku-
narny i oznaczajac przez i1 produkt Riesza oparty na ciagu [ oraz odpowiednio zmienionym
ciagu ¢ (powstalym z ciagu ax zgodnie z tym, jak powstaje ciag i z ciagu ng) i analogicznie
niech dj, bedzie ciagiem powstalym z b. Z udowodnionego juz faktu dostaniemy, ze Ry ~ 1
oraz [t ~ (i1, co konczy dowdd w przypadku ogdlnym. O

W ten sposéb dla produktéw Riesza opartych na tych samych ciagach otrzymujemy na-
stepujace twierdzenie.

Twierdzenie 3.7.14. Niech Ry = R(ay,ny), Ry = R(bk,ny) bedg produktami Riesza. Za-
chodzi nastepujgca dychotomia

(o)
Jesli Z lax, — bk|2 =00, to R1LRs.
k=1

oo
Jesli Z \ak — bk|2 < 00, to Ry ~ Rs.
k=1

W szczegolnosci zachodzg nastepujgce fakty.

[e.9]

Jesli Z lar|? = 0o, to Ry jest miarg singularng.
k=1
[o.¢]

Jesli Z lan|? < 0o, to Ry jest miarg absolutnie cigglg.
k=1

Zastosujemy teraz twierdzenia zawarte w pracy Zafrana do sklasyfikowania produktéw
Riesza w algebrze Mjy(T) pod wzgledem naturalnosci spektrum. Najpierw poczynimy prosta
uwage.

Uwaga 3.7.15. Jesli = R(ay,ny), to p = R(2 ()", nk) dla kazdego n € N, to znaczy

o ak n
"= 1+2(—=| cosnix
pt= 110+ <2> k),
k=1
gdzie powyisza rownoSé oznacza, zZe miara u" jest reprezentowana przez odpowiedni produkt.
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Dowodd powyzszej uwagi sprowadza sie do poréwnania wspétczynnikéw Fouriera-Stieltjesa
ak

. n n
miary p” oraz R(2 (%)",ng).
Potrzebna Nam bedzie jeszcze jedna prosta obserwacja.

Fakt 3.7.16. Niech u € My(T). Jesli ™ € € dla pewnego n € N, to u € €.
Dowdd. Niech n € Z bedzie takie, ze u™ € €. Zgodnie z wynikami Zafrana wiemy, iz
o(u") = 0 dla kazdego ¢ € M(T) \ Z.
7 multiplikatywnosci mamy jednak
0=(u") = (p(n)" dla kazdego ¢ € M(T)\ Z.

Zatem o(p) = 0 dla kazdego ¢ € M(T)\ Z, czyli o(n) = 11(Z) U{0}, a stad u € €, co konczy
dowdd. O

Mozemy teraz sformulowaé twierdzenie.
Twierdzenie 3.7.17. Niech (ax)ren bedzie ciggiem liczb rzeczywistych takim, ze —1 < ay, <
1 oraz ap — 0, gdy k — oo. Niech (ng)ren bedzie ciggiem liczb naturalnych spelniajgcym
nfl—:l > q > 3, gdzie q jest ustalong liczbg rzeczywistq. Niech p = R(ag,ny) bedzie miarg

reprezentowang przez produkt
[e.9]

H (1 + ag cosnyx).
k=1

Wtedy o(p) = a(Z) U {0} wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje n € N spelniajgce

e e}

Z lag|" < 0.

k=1
Dowaod. Zalézmy, ze istnieje n € N takie, ze

> Jag|™ < oo. (3.13)
k=1

Wtedy " jest reprezentowane przez produkt

oo

H (142 (Cgﬁ)n COSNET).

k=1

Ze zbieznosci szeregu w 3.13 mamy oczywiscie
= . a
D 12(F)P < oo
k=1

Zatem p'™ jest miara absolutnie ciggla, wiec u™ € €. Teraz w oparciu o poprzedni fakt
dostajemy p € €.
Udowodnimy druga implikacje. Zalézmy, ze dla kazdego m € N zachodzi

o
Z lag|™ = 0.
k=1
ak

Wezmy teraz dowolng liczbe naturalng n € N. Wtedy p" = R(2 (%)",nk). Z naszego zalo-
zenia mamy tym razem

00 aj,
> (R = oo
k=1

Korzystajac z poprzednich rezultatow wiemy, ze pu' jest miara singularng dla kazdego n € N.
W oparciu o kryterium dostajemy p ¢ €, co jest zakonczeniem dowodu réwnowaznosci. [
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Komentarze i odniesienia do literatury. Produkty Riesza zostaly po raz pierwsze zde-
finiowane w pracy F. Riesza w 1916. Podstawowe informacje o tej waznej klasie miar mozna
znalez¢ w ksiazce [Zygmund]. Dowodzac szczegdlowe rezultaty zawarte w tym podrozdziale
opieralem si¢ na artykule [Brown,Moran| oraz monumentalnej ksiazce [Graham,McGehee].
Analiza spektréw produktéw Riesza pochodzi z pracy [Zafrana).

3.8. Asymetria i nieregularnos¢ algebry M (T)

W tym podrozdziale zbadamy pewne wazne wlasnosci algebry M (T). Zobaczymy, ze algebra
miar jest algebra wyjatkowo trudna do badania, to znaczy nie nalezy do zadnej z klas algebr
o lepszych wtasnosciach takich jak algebry symetryczne, czy algebry regularne.

Zacznijmy od definicji.

Definicja 3.8.1. Algebre Banacha A nazywamy symetryczng (samosprzezong), jesli jako
podalgebra funkcji cigglych na IMM(A) jest zamknicta na branie sprzezenia zespolonego. Bez
odwolywania sie bezposrednio do przestrzeni idealow maksymalnych mozna ten warunek za-
pisaé nastepujgco
VaeeaTeVoema)p(@™) = ¢(z).

Whprost z definicji kazda C*-algebra jest symetryczna (z twierdzenia Gelfanda-Najmarka
jest izometrycznie izomorficzna z pewna algebra funkcji ciagltych, ktéra jest symetryczna).
Bez trudu réwniez mozna podaé przyktad algebry symetrycznej, ktora nie jest C*-algebra.

Fakt 3.8.2. Algebra L'(T) jest symetryczna, ale nie jest C*-algebrg.

Dowéd. Wezmy f € L*(T) i okredlmy f* = f, gdzie f(t) = f(—t). Wtedy dla kazdego n € Z
mamy

f*(n) = f(n),
wiec algebra L(T) jest symetryczna. Aby przekonaé sie, ze nie jest to C*-algebra wystarczy
zauwazy¢, ze w przeciwnym razie (korzystamy z twierdzenia Gelfanda-Najmarka) odwzoro-

wanie
T : LY(T) — co(Z) okreslone wzorem T'(f) = (f(n))nez

byloby ”na”. Dobrze znane sa jednak przyklady ciggdéw zbieznych do zera, ktére nie sg ciggami
wspotezynnikéw Fouriera zadnej funkceji z LY(T). O

Aby przejs¢ do badania algebry miar bedziemy potrzebowaé ponizszego lematu.
Lemat 3.8.3. Jesli p,v € M(T) spelniajg pLv, to
e+ vllarery = el arery + Wl arer)-
Jesli zas p,v € M(T) spelniajg p,v > 0, to
[[ 2 * V||M(’J1‘) = ||M|\M(1r) : ”VHM(T)~

Dowdd. Mamy oczywiscie || + I/HM(T) < HMHM(T) + HUHM(T). Ustalmy ¢ > 0 oraz funkcje
frg € C(T), [Ifllcery = llglley = 1 spetiajace < p, f >> ||ullpm — 5, < v,9 >>
[[V|[ar(ry — §- Bez straty ogdlnosci mozemy zakladaé, ze nosnik funkcji f jest zawarty w
zbiorze, na ktérym skupiona jest miara p i analogicznie, ze nosnik g jest zawarty w zbiorze,
na ktérym skupiona jest miara v. W ten sposob dostajemy

i+ vy 2<p+v, f+g>=<p, f>+<v,g>> [l + Vv — €,
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z dowolnosci € > 0 dostajemy teze.
Niech teraz p,v > 0. Korzystajac z twierdzenia Fubiniego dostajemy (splot miar dodatnich
jest miara dodatnia).

s vllascey = [ [ dut@aviy) = [ du- [ v =l - vl

co konczy dowdd. O

Zanim przejdziemy do dowodu twierdzenia, iz algebra M(T) nie jest symetryczna za-
uwazmy, ze dla p € M(T) okredliliémy miare g € M(T) wzorem fi(E) = u(—F). Wtedy dla
kazdego n € Z zachodzi

fi(n) = fi(n),
a wiec algebra M (T) jest symetryczna na czesci przestrzeni idealéw maksymalnych (doktadnie
na 7). Stad oczywiscie dostajemy, ze gdyby M(T) byla symetryczna, to p* = f. Dowdd
asymetrycznosci naszej algebry bedzie opieral sie na ponizszym twierdzeniu (symbolem fi
bedziemy oznaczaé transformate Gelfanda elementu p).

Twierdzenie 3.8.4. Istnieje miara p € M(T) taka, ze (Z) C R, ale Im(u(M)) # 0 dla
pewnego M € M(M (T)) (to znaczy istnieje miara o rzeczywistych wspétczynnikach Fouriera-
Stieltjesa, ktdrej transformata Gelfanda przyjmuje wartosci nierzeczywiste).

Dowdd. Niech p = R($,ny) bedzie produktem Riesza. Wiemy, ze u" = R(2 b, ni) dla
kazdego n € N. Zauwazmy, ze dla kazdych m,n € N (m # n) zachodzi
n m
= In™ k27 In™ k2™

= 0.
Zatem miary (u")pen stanowia ciag miar wzajemnie osobliwych (zobacz twierdzenie 3.7.14).
Rozwazmy miare v = e'*. Wtedy v = "™ dla kazdego n € N. Wykazemy, ze

V"] ar(r) = € dla kazdego m € N.

Istotnie,

n — ing) al nHMHM T)) _ nllulle — o0
17 asy = fim 1 5 ey = fim, _ enlbllan — ¢

Naoo

W powyzszym rachunku uzylismy faktu, Ze |[u||p7(r) = 1 oraz miary (u")nen sa wzajemnie
singularne, dzieki czemu spelnione sg zatozenia lematu.
Korzystajac ze wzoru na promien spektralny dostajemy

p(v) =e.
Z definicji wiemy, ze istnieje ¢ € M(M(T)) spelniajace ¢(v) = e. Oznacza to jednak, ze
e = p(v) = pleit) = ).

Taka postaé¢ réwnania wymusza warunek I'mp(u) = —1. W ten sposéb znalezliSmy nierze-
czywista wartos¢ transformaty Gelfanda i zakonczyliSmy dowdd. O

Mozemy teraz sformutowaé uzyteczny w dalszej czeéci tego podrozdziatu wniosek.
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Whniosek 3.8.5. Z nie jest gesty w M(M(T) (w topologii Gelfanda).

Dowdd. Zwréémy uwage, ze poniewaz przestrzen M (T) jest nieosrodkowa, to topologia Gel-
fanda na 9¥(M (T)) nie jest metryzowalna, wiec nie mozemy stosowaé argumentéw ciagowych.
Mogliby$my uzy¢ ciagdéw uogdlnionych, lecz bez trudu uda Nam si¢ wykazaé teze¢ wniosku za
pomoca stabych* otoczen. Niech p € M(T) oraz ¢ € M(M(T)) oznaczaja odpowiednio mia-
re i funkcjonat liniowo-multiplikatywny uzywane w dowodzie twierdzenia. Rozwazmy stabe*
otoczenia ¢ postaci

Ulpesp) = {1 € MM(T)) : [15() — o)) < e} dla & > 0.
Gdyby Z bylo geste w M(M (T)), to dla kazdego € > 0 znalezliby$my takie n € N, ze |f(n) —

©(u)| < e. Zgodnie jednak z wezesniejszymi wynikami I'me = —1, a wszystkie wspolczynniki
Fouriera-Stieltjesa miary u sa rzeczywiste, co prowadzi do sprzecznosci z zalozeniem o gestosci
Z w M(M(T)). O

Mozemy teraz udowodnié¢, ze algebra M (T) nie jest symetryczna.
Twierdzenie 3.8.6. Algebra M (T) jest asymetryczna.

Dowdd. Ponownie, niech i oznacza miare z dowodu twierdzenia. Zatézmy, ze istnieje v €
M (T) takie, ze v = fi. W szczegdlnosci, dla kazdego n € Z zachodzi v(n) = fi(n). Miara pu ma
jednak rzeczywiste wspolezynniki Fouriera-Stieltjesa, co prowadzi do wniosku 7(n) = fi(n) dla
kazdego n € N. Zatem v = p, a wiec U = ji. Jednak transformata Gelfanda miary p przyjmuje
réwniez nierzeczywiste wartosci, czyli ji # fi, co przeczy zalozeniu i konczy dowdd. O

W oparciu o komentarze poprzedzajace definicje mozemy poda¢ nastepny wniosek.
Whniosek 3.8.7. Algebra M(T) nie jest C* algebrq.

W teorii algebr Banacha rozwaza sie wazna klase tzw. algebr regularnych. Nie bedziemy sie
zagadnieniami tego typu zbyt wiele zajmowaé, lecz dzieki twierdzeniu wykazemy bez trudu,
ze algebra M (T) nie jest regularna. Wprowadzmy definicje.

Definicja 3.8.8. Algebre Banacha A nazywamy reqularng, gdy dla kazdego zbioru zwartego
K C M(A) oraz punktu p € M(A), p ¢ K istnieje x € A takie, Ze

z(p) =1 oraz &(u) = 0 dla kazdego u € K.

Widzimy, ze definicja algebry regularnej przypomina bardzo definicje przestrzeni topolo-
gicznej regularne;j.
Bez trudu mozna sprawdzié¢, ze kazda C*-algebra jest regularna (jest nawet normalna jako
izometrycznie izomorficzna z przestrzenia funkcji ciagtych na zbiorze zwartym - wystarczy
zastosowaé lemat Urysohna). Latwo takze uzasadnié, ze algebra L!(T) jest regularna (zbiory
zwarte w przestrzeni ideatéw maksymalnych to zbiory skoniczone, wiec mozemy otrzymaé za-
dana wlasnosé oddzielania za pomoca wielomianéw trygonometrycznych). Wykazemy teraz,
ze algebra M (T) nie jest regularna.

Twierdzenie 3.8.9. Algebra M(T) nie jest reqularna.

Dowdd. Wiemy, ze Z nie jest geste w MM (M (T)). Wezmy wiec M € (M (T)) nie nalezace do
domkniecia Z (w topologii Gelfanda). Jesli p € M(T) spelnia ji(n) = fi(n) = 0 dla kazdego
n € N, to u = 0, wiec domkniecia Z, ktoére jest zwarte jako domkniety podzbiér przestrzeni
zwartej, nie mozna oddzieli¢ za pomoca transformaty Gelfanda zadnego elementu od punktu
M. O
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Przedstawimy teraz krotko bardziej znany dow6d asymetrycznosci algebry M(T), ktérego
niektére fragmenty zostana uzyte w nastepnym podrozdziale. Bedziemy potrzebowaé kilku
definicji.

Definicja 3.8.10. Zbior E C T nazywamy niezaleinym, jesli dla dowolnych x1,...,xp € E
oraz liczb catkowitych ny,...,ng zachodzi tylko jeden z warunkow

e Nixry =Noxo = ... = ngrg = 0.
e nixy + noxre + ...+ ngxr # 0.

Innymi stowy, Zadna kombinacja liniowa wystepujgca w warunku 2 nie moze byé zerowa,
chyba ze wszystkie jej skiadniki sqg zerowe.

Zbior B C T bedziemy nazywac zbiorem Kroneckera, jesl dla kazdej funkcji cigglej okreslonej
na E o module 1 i dla kazdego € > 0 istnieje n € Z takie, Ze

sup | £(z) = X"(2)] < <.
z€E

Definicja zbioru Kroneckera nawiazuje do klasycznego twierdzenia Kroneckera, ktore w
tej terminologii mozna wystowi¢ nastepujaco: kazdy skonczony i niezalezny podzbiér T jest
zbiorem Kroneckera. Zachodzi réwniez ponizszy fakt.

Fakt 3.8.11. Zbiory Kroneckera sqg niezalezne i nie zawierajq elementéow skornczonego rzedu.
Wazna role odegraja zbiory typu Cantora.

Definicja 3.8.12. Zbior E C T bedziemy nazywaé zbiorem Cantora, jesli jest homeomorficzny
ze standardowym zbiorem Cantora, czyli wtedy i tylko wtedy, gdy jest niepustym, catkowicie
niespojnym zbiorem doskonalym.

Z konstrukcji zbioru Cantora tatwo dostajemy ponizsza uwage.

Uwaga 3.8.13. Na kazdym zbiorze Cantora istnieje dodatnia miara ciggla o normie 1.
Zachodzi wazne twierdzenie.

Twierdzenie 3.8.14. Istnieje zbior Cantora, ktory jest jednoczesnie zbiorem Kroneckera.
Otrzymujemy teraz wniosek (zobacz tez fakt 3.8.11).

Whniosek 3.8.15. W grupie T istnieje niezalezny zbior Cantora.

Miary na zbiorach niezaleznych maja pewne patologiczne wlasnosci, ktére pozwola Nam
podaé inny dow6d asymetrii algebry M (T). Potrzebujemy najpierw twierdzenia pomocnicze-

go.

Twierdzenie 3.8.16. Niech P bedzie niezaleznym zbiorem zwartym oraz niech QQ = PU(—P).
Jesli i € M(T) jest miarg cigglg skupiong na Q, to miary 6, p, 2, . .. sqg wzajemnie osobliwe.

Z pomoca powyzszego wykazemy teraz asymetrie algebry M(T) oraz (po raz kolejny)
rozwiazemy negatywnie problem odwrotnosci.

Twierdzenie 3.8.17. Zachodzq dwa fakty.

1. M(T) nie jest algebra symetryczng.
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2. Istnieje ciqg (an)nez € B(Z) taki, Ze a, > 1 dla wszystkich n € Z, ale i ¢ B(Z).

Dowdd. 7 wniosku 3.8.15 istnieje w T niezalezny zbiér Cantora P oraz nieujemna miara
ciagla (zobacz uwage 3.8.13) p1 skupiona na P spelniajaca |[u1]]p(r) = 1. Rozwazmy miare
w= %(,ul + u1). Wtedy o = i oraz p jest skupiona na Q@ = PU(—P), u > 1 oraz u jest miara
ciggly. Okredlmy teraz v = 6 — p?. Korzystajac z twierdznia 3.8.16 dostajemy

n - n n n n
1" ey =11 (k)(_l)kﬂ%HM('ﬂ‘) => (k:) =2,
k=0 k=0

Ze wzoru na promien spektralny uzyskujemy p(r) = 2. Istnieje zatem funkcjonal liniowo-
multiplikatywny ¢ na M (T) taki, ze |¢(v)] = 2. Skoro ||u|[y(r) = 1, to [o(p?)] < 1, a wiec
réwnanie |1—¢(u?)| = |¢(v)| = 2 moze by¢é spehione tylko, gdy ¢(u?) = —1 oraz (v) = 2. Z
drugiej strony ¢(u?) = p(u)?, wiec p(u) = +i. Z zatozenia jednak pu = i, wiec (i) = o(u).
Zatem () # ¢(p), co dowodzi, ze algebra M (T) jest niesymetryczna.

Aby udowodnié czeéé 2 przyjmijmy A = § + pu?. Skoro i = p miara p ma rzeczywiste wspol-
czynniki Fouriera-Stieltjesa, a stad —1 < fi(n) < 1 dla kazdego n € Z. Stad 1 < A\(n) < 2
dlan € Z. Ale o(\) = 1+ p(u?) = 0, wiec A nie jest elementem odwracalnym w M(T), co
konczy dowdd. 0

Komentarze i odniesienia do literatury. Dowdd asymetrii i nieregularnosci algebry
M (T) za pomoca produktéw Riesza mozna znalezé w ksiazce [Graham,McGehee]. Ja jednak
zaadaptowalem ten znajdujacy sie w ksiazce [Katznelson|. Drugie podejscie (uzywajace miar
na zbiorach cienkich) jest $wietnie opisane w [Rudin3].

3.9. Powré6t do naturalnosci w algebrze M (T)

W poprzednich kilku rozdziatach zbadaliémy problem naturalnosci spektrum w algebrze
My(T). Przechodzimy teraz do trudniejszego przypadku ogdélnego. Okaze sig, ze niestety
zaréwno wlasnosci zbioru miar o naturalnym spektrum jak i bogactwo przyktadow jest w
algebrze M(T) duzo mniej zadowalajace.

Whprowadzmy definicje.

Definicja 3.9.1. Przez A bedziemy oznaczaé zbidr miar o naturalnym spektrum w algebrze
M(T), to znaczy

N ={ne M(T): o(u) = F, = AD)}.

7 definicji mamy € C 4. Odpowiedzmy najpierw na pytanie, czy zbiér A4 jest ideatem
w algebrze M (T).

Fakt 3.9.2. .4 nie jest ideatem w algebrze M(T).

Dowdd. Oczywiscie § € A . 7 drugiej strony, udowodniliSmy wczeéniej, ze produkt Riesza
R = R(1,3F) ¢ .. To oczywiscie przeczy definicji ideatu, gdyz R+ § = R. O

Powyzszy fakt nie dowodzi jednak wecale, ze zbiér .4 nie jest zamkniety na dodawanie.
Niestety, ta wlasnosé takze nie zachodzi dla zbioru .#". Aby to wykazaé bedziemy potrzebowaé
dodatkowego lematu, ktérego dowodu nie zamieszczamy.

Lemat 3.9.3. Niech P bedzie zwartym zbiorem Kroneckera w T. Jesli p € M.(T) jest miarg
skupiona na P, to [i(Z) = {z € C: |z] < |[p[|rr(m) }-
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Mozemy teraz przejs¢ do gtéwnego twierdzenia, ktorego uzasadnienie bedzie sktadalo sie
z prostych obserwacji poczynionych przy okazji dowodu twierdzenia 3.8.17.

Twierdzenie 3.9.4. Istniejg miary p,v € M(T) takie, Ze o(p) = A(Z), o(v) = v(Z), ale

m(Z) jest wlasciwym podzbiorem o(u+v), czyli zbior A nie jest zamkniety na dodawanie.

Dowdd. Niech p1 bedzie dodatnia miara ciagta skupiong na zbiorze Kroneckera, ktéry jest
jednoczesnie zbiorem Cantora o whasnosci ||p || p7(ry = 1. Zgodnie z lematem poprzedzajacym
twierdzenie mamy f13(Z) = {z € C : |z| < 1}, stad oczywiscie u; € 4. Tak samo otrzymu-
jemy uy € A . Wykazalidémy jednak wczeéniej, ze dla miary p = %(Ml + 1) o rzeczywistych
wspolcezynnikach istnieje ¢ € M(M(T)) takie, ze p(p) = =i, czyli p(2u) = 2p(p) = £2i.
Zatem 2u = py + p1 ¢ A, co konczy dowdd twierdzenia. O

Ostatnia wazna wlasno$é, ktora nalezy sprawdzi¢ jest domknietosé. W tym przypadku
wynik jest pozytywny.

Stwierdzenie 3.9.5. Zbior A4 miar o naturalnym spektrum jest domkniety.

Dowdd. Wezmy ciag (fin)nen € A taki, ze ||y — pllarry — 0 przy n — oo dla pewnego
p € M(T). Mamy pokazaé, ze u € 4. Wezmy dowolny funkcjonal liniowo-multiplikatywny
v € M(M(T)). Nasze zadanie bedzie rozwiagzane, gdy pokazemy, ze wartos¢ ¢(u) mozemy z
dowolng doktadnoscia przyblizyé¢ wspotczynnikami Fouriera-Stieltjesa miary u. Skoro miary
1, majg naturalne spektrum, to dobierzemy ciag liczb naturalnych k,, taki, ze

[plin) = )] < -

Korzystajac ze zbieznosci oraz faktu, ze kazdy funkcjonal liniowo-multiplikatywny ma norme
1 otrzymujemy

o~

() = fi(kn)| < le(r) = @(pn)| + lo(pn) = Bn(kn)| + |fn (kn) — f(kn)| <
1
|l = pnllarer) + " + [l = pnllprery — 0 przy n — oo,
co konczy dowdd. O

Zastanéwmy sie teraz, co odpowiada za ten fenomen. W szczegdlnosci, by¢ moze przy
pewnych dodatkowych zatozeniach z naturalno$ci spektrum sktadnikéw mozna wnioskowaé o
naturalnosci spektrum sumy.

Fakt 3.9.6. Niech p € €. Jesli miara v € A spelnia

o(v) € v(Z)\ V(Z) dla kazdego ¢ € M(M(T)) \ Z,
top+veN.

Dowdd. Spektrum elementu jest obrazem transformaty Gelfanda wyznaczonej przez ten ele-
ment, wiec

o(u+v)={p(u+v):peMMT)} = (1 +v)(Z) U{p(n+v): o € MM(T))\ Z} =
(1 +)(Z) U{p(v) : € M(M(T)) \ Z}.
7 naturalnoéci spektrum miary v oraz zalozenia widzimy, ze

{o(W) : p € MM(T))} = v(2) \ D(Z).
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Zatem

—

o(p+v) = (p+v)(2)U@(Z)\v(Z).

Aby wykazaé naturalnoéé spektrum miary p-+v wystarczy uzasadnié, ze o(u+v) C (u + v)(Z).

Zawieranie (u/—l_-\l/)(Z) C (u/—l—\u)(Z) jest oczywiste, wezmy wiec z € U(Z) \ U(Z). Wtedy ist-
nieje ciag (ng)ren taki, ze

lim v(ng) = z.
k—o0

Z przyjetych ograniczen wynika takze, iz ny — oo przy k — oo. Teraz niech zp = fi(ng) +
v(ng) € (u+v)(Z). Przy tak przyjetych oznaczeniach mamy

lim 2z, =04+ 2z = 2,
k—o0

co konczy dowdd. O

Pojawia sie pytanie, czy warunek wystepujacy w fakcie jest réwniez warunkiem koniecz-
nym. Okazuje sie, ze nie.

Uwaga 3.9.7. Niech \ oznacza unormowang miare Lebesque’a na okregu oraz 0, bedzie
deltq Diraca w punkcie nieskoriczonego rzedu w grupie T. Wiedy A + 6, € A, choé istnieje
© € M(M(T)) \ Z taki, Ze p(dq) = 04(0) = 1.

Dowdd. Oczywiscie ()\/—l—\éa)(Z) = 54(Z \ {0}) U {2}. Ponadto zbidr §,(Z \ {0}) jest gesty
w okregu (powstaje przez wyjecie jednego punktu z przeliczalnego zbioru gestego), wiec

()\/4-\5(1)@) ={z€Z:|z| =1} U{2}. Z drugiej strony

o(A+0a) = {p(A+da) : MM (T))} = {2}U{p(0a) : M(M(T))\{0}} C {2}U{z € C: 2| =1}.
Zatem A + 6, € . Wykazalidmy w szczegblnoscel, iz 1 € o(A +dq). Ale 1 ¢ ()\/—l—\éa), czyli
istnieje ¢ € M(M(T)) \ Z speliajace ¢(d,) = 1 = d,(0). O

Kluczem do sukcesu w powyzszej uwadze byta doskonalo$é zbioru (SAQ(Z) Sformutujmy
wiec nastepny fakt.

Fakt 3.9.8. Jesli u € € oraz v € N jest takie, zZe o(v) jest zbiorem doskonalym (to znaczy
spektrum nie zawiera punktéw izolowanych), to p+v € A .

Dowod. Wykonujac proste przeksztalcenia dostajemy

o —

o(lp+v)C(p+v)(Z)Uv(Z).

Weimy z € U(Z) (przypadek z € U(Z)\ V(Z) zostal juz rozpatrzony w dowodzie poprzedniego
faktu). Z zalozenia z nie jest punktem izolowanym, wiec istnieje ciag (zx)ken € P(Z) \ {z}
spetniajacy

lim z; = z.
k—o00

Niech wiec 2z, = U(ny) dla pewnego ciagu (ng)ren liczb naturalnych takiego, ze ny — oo przy
k — oo. Wtedy
klim a(ng) +o(ng) =04z = 2.
—00

Stad z € /m(Z), co prowadzi do inkluzji o(u + v) C ,u/D(Z) i konczy dowdd. O
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Osiggniete wyniki sa dalekie od optymalnych. Gléwne twierdzenie tego podrozdzialu be-
dzie od Nas wymagalo ciekawszego pomystu.

Twierdzenie 3.9.9. Jesli p € € orazv e N, tou+veN.

Dowdd. Podobnie jak poprzednio mozemy napisaé

o(p+v) = (p+v)(Z)U{p(v) € MM(T))\ Z}.
Z naturalno$ci spektrum miary v wiemy, ze dla kazdego ¢ € M(M(T)) zachodzi ¢(v) € D(Z).
Jedli p(v) € D(Z)\D(Z), to jestesmy w sytuacji poprzedniego faktu. Zatézmy wiec, ze istnieje
@ € M(M(T)) takie, ze ¢(v) = v(n) dla pewnego n € Z. Gdy fi(n) = 0, to nie ma czego
dowodzi¢, gdyz wtedy v(n) = f(n) + v(n) € (ﬂ\v)(Z), dlatego ograniczymy sie do takich
miar p € €, ktére speliaja fi(n) # 0. Dalej, jedli ¥(n) nie jest punktem izolowanym o(v),
to ponownie otrzymujemy przypadek, ktéorym juz sie zajmowaliSmy. Bez straty ogdélnosci
mozemy wiec przyjaé, ze U jest punktem izolowanym v(Z), a stad jest réwniez punktem

izolowanym (/fi—\u)(Z) Uzasadnimy teraz, ze punkt U(n) jest takze punktem izolowanym
o(u + v). Zalézmy przeciwnie, to znaczy istnieje ciag A\ € o(u + v) taki, ze Ay — v(n) przy
k — oo. Spektrum jest obrazem transformaty Gelfanda, wiec dobierzemy ciag (hm)men # ¢
taki, ze hx(n+v) = Ak. Dla dostatecznie duzych k funkcjonaly hy musza by¢ rézne od brania
wspolezynnikéw Fouriera-Stieltjesa (w przeciwnym wypadku mieliby$my (n) € n + v(Z)).
Stad

~

klim hi(p+v) = klim hi(v) = v(n),

ale hi(v) € o(v) = D(Z), czyli U(n) nie jest punktem izolowanym (Z), co przeczy wczesniej-
szym zalozeniom.

Znajdziemy zatem dwa zbiory otwarte A i B takie, ze ANB =0, o(u+v) C AU B oraz
v(n) € B. Niech f bedzie funkcja holomorficzna na AU B okreslona jako f(z) =z dlaz € A
oraz f = c na zbiorze B dla pewnej stalej ¢ € C. Z twierdzenia o rachunku funkcyjnym
istnieje miara f(u + v) € M(T) spelniajaca

o —

flp+v)(m) = f((m)(m)) dla wszystkich m € Z.

—_—

Z definicji funkcji f mamy jednak f(u+v)(m) = (u+ v)(m) dla m # n. Ponadto, i(n) +
v(n) # v(n), a wiec mamy rowniez

—_—

fptv)(n) = (p+v)(n).

Uzyskalidmy réwnosé wszystkich wspétezynnikéw Fouriera-Stieltjesa miar p + v oraz f(u +
v), czyli p +v = f(p + v). Zadzialajmy teraz na ostatniej réwnosci funkcjonatem liniowo-
multiplikatywnym ¢. Otrzymujemy

p(p+v) = p(v) =v(n).
7 drugiej strony,

p(f(u+v)) = fle(n+v)) = fle)) = f(o(n) = c.

Stad musiataby zachodzi¢ réwnosé v(n) = c. Jednak stala ¢ byla dowolna, co prowadzi do
sprzecznosci dowodzacej stusznosci twierdzenia. O
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Mozna wykazaé, ze kazda miara dyskretna ma naturalne spektrum.
Twierdzenie 3.9.10. Jesli p € My(T), to p € N .

Dos¢ technicznego i zawitego dowodu tego twierdzenia nie bedziemy tutaj przedstawiac.
Wyciagniemy jednak na koniec pewien wniosek.

Whniosek 3.9.11. Zachodzi nastepujgca inkluzja

G © My(T) C N .

Komentarze i odniesienia do literatury. Dowdd, iz zbiér 4" nie jest zamkniety na
dodawanie pochodzi z pracy [Zafran] (przy istotnym wykorzystaniu wynikéw z [Rudin3)).
Pozostale fakty i twierdzenia przedstawione w tym podrozdziale nie byly (wedlug mojej
wiedzy) wezesniej publikowane.

3.10. Przestrzen idealéw maksymalnych algebry M (T)

Wigkszosé fenomenéw, ktorymi sie zajmujemy, ma zrédto w skomplikowaniu przestrzeni ide-
aléw maksymalnych algebry M (T). Zbierzemy teraz nasza wiedze w tym zakresie i wycia-
gniemy pewne wnioski.

Na poczatek przypomnimy krotko niektore rezultaty.

Fakt 3.10.1. Niech € M(T). Jesli dla kazdego n € Z zachodzi ji(n) =0, to p = 0.
W zwiazku z powyzszym faktem bardzo zaskakujacy jest ponizszy rezultat.
Twierdzenie 3.10.2. Z nie jest geste w M(M(T)).

Mozemy takze tatwo zidentyfikowac olbrzymig rodzine funkcjonatéw liniowo-multiplikatywnych
na M(T).

Fakt 3.10.3. Zachodzi inkluzja BZ C IM(M(T)).

Dowdd. Rzeczywiscie, wezmy dowolne ¢ € M(I°°(Z)). Okreslmy jego dzialanie na dowolnej
mierze pu € M(T) wzorem

p(p) = o((1(n))nez)-

Ciaglo$¢ wynika tatwo z oszacowania

()] < 1(FE(n))nezllicoz) < [l arer)-

Wiemy jednak, ze funkcjonaly liniowo-multiplikatywne sa we wzajemnie jednoznacznej od-
powiedniosci z ultrafiltrami na Z, co konczy dowdd. ]

Uzasadnimy teraz, ze cale rozszerzenie Cecha-Stone’a liczb catkowitych jest wlasciwa
czescia M(M(T)).

Fakt 3.10.4. BZ jest wlasciwym podzbiorem IM(M(T)).

Dowdd. Zalézmy przeciwnie, to znaczy (M (T)) = SZ. Wtedy jednak zachodziloby o(u) =
[(Z) (dziatanie wszystkimi ultrafiltrami na ustalonym ciagu powoduje jego domkniecie) dla
kazdego p € M(T). Znaczyloby to, ze kazda miara ma naturalne spektrum. Tak jednak nie
jest, o czym przekonaliSmy sie wielokrotnie. O
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7 powyzszego rozumowania mozna wywnioskowaé, ze zagadnienie naturalnosci spektrum
jest silnie zwiazany ze struktura przestrzeni 9(M(T)). Tak samo jak brak gestosci Z w
M(M(T)) wykazemy ostatni fakt.

Fakt 3.10.5. 8Z nie jest geste w IM(M(T)).
Przypomnijmy na koniec stynny problem.
Problem 4. Jaka jest przestrzeri idealow maksymalnych algebry M(T)?

Nikt nie potrafi odpowiedzie¢ na to pytanie, lecz z pewna doza prawdopodobienstwa
nasze badania nad naturalnoécia spektrum pomoga sformutowaé¢ nowe fakty zwiazane z tym
problemem.

Komentarze i odniesienia do literatury. Fakty przedstawione w tym podrozdziale sa
powszechnie znane. Elementarne wlasnosci przestrzeni 9t(M (T)) sa zaprezentowane w przy-
stepny sposéb w ksiazce [Hartman]. Wiele specjalistycznych informacji mozna znalezé w ksiaz-
ce [Graham,McGehee].

3.11. Rozwigzanie ostabionego problemu Wienera-Pitta

Udowodnimy teraz nasz gléwny rezultat. Skonstruujemy ciag liczb zespolonych o tej wla-
snosci, ze jesli wszystkie wspotezynniki Fouriera-Stieltjesa miary pu € My(T) sa elementami
tego ciagu, to miara ta ma naturalne spektrum. Jest to pozytywne rozwiazanie ostabionego
problemu Wienera-Pitta.

Bedziemy potrzebowaé dwdch stynnych twierdzen. Oto pierwsze z nich.

Twierdzenie 3.11.1 (McGehee,Pigno,Smith). Dla dowolnego wielomianu trygonometrycz-
nego f postaci

N
f(t) — Z Ckeinkt,
k=1

gdzie ny, sq réznymi liczbami catkowitymi oraz |cx| > 1 dla wszystkich k € N zachodzi
N .
1D ™ piry > KIn N,
k=1

przy czym stala K > 0 jest niezalezna od N.

Jest to rozwiazanie stynnej (i bardzo starej) hipotezy Littlewooda. Do tego rezultatu
bedziemy sie odnosi¢ jako do ”twierdzenia trzech autoréw”.
Drugie twierdzenie potrzebne do naszej konstrukcji jest nastepujace.

Twierdzenie 3.11.2 (Bozejko,Pelczynski,Bourgain). Niech A C N bedzie zbiorem mocy k.
Wtedy dla kazdego € > 0 istnieje wielomian trygonometryczny f taki, Ze

~

1. f(n) =1 dlan € A.

2. [ fllpymy < 1+e.

3. #{n e N: f(n) # 0} < (9™,

dla pewnej statej ¢ > 0.
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Wielomian, ktorego istnienie jest postulowane w powyzszym twierdzeniu bedziemy nazy-
wa¢ wielomianem BPB.
Dla wygody wprowadzimy kilka definicji.

Definicja 3.11.3. Dla € > 0 bedziemy pisac v € F(e) dla v € M(T), jesli dla kazdego k € Z
zachodzi |[D(k)| < e.

Przez Ey bedziemy oznaczaé zbior idempotentnych wielomiandw trygonometrycznych, to zna-
czy wielomianow trygonometrycznych o wspdlczynnikach 0 ¢ 1.

Dla p € M(T) wprowadzamy oznaczenie

#u = F#suppy = #{n € Z : fi(n) # 0}.
Udowodnimy najpierw prosty fakt pomocniczy.

Fakt 3.11.4. Niech p € M(T). Jesli #u > d dla pewnej liczby naturalnej d, to istnieje cigg
okresowy T' skladajgcy sie jedynie z zer i jedynek majgcy postaé blokowq, to znaczy bedgcy
postaci 10...010...010.. ., gdzie liczba zer pomiedzy jedynkami jest stala (taki cigg bedziemy
nazywad postepem arytmetycznym), o wlasnosci

d < # (supppNT') < 2d.

Dowdd. Jedli od poczatku spelniona jest nierownosé d < #p < 2d, to za I' wezmiemy ciag
staly rowny 1. W przeciwnym razie zachodzi #p > 2d. Okreslmy I'; jako postep arytme-
tyczny z jedynkami na wspélrzednych parzystych (na nieparzystych zera), zas I's jako postep
arytmetyczny z jedynkami na wspétrzednych nieparzystych. Zatem dla jednego z postepow
I'y, Ty zachodzi d < # (suppuNT;) i = 1 lub i = 2. Jedli zachodzi réwniez nieréwnosé
# (suppuNT;) < 2d, to znalezliémy odpowiedni postep arytmetyczny. W przeciwnym razie
bedziemy indukcyjnie nasza procedure kontynuowaé, az otrzymamy stosowne I'. O

Udowodnimy teraz pierwszy lemat.
Lemat 3.11.5. Istnieje funkcja € = (K, |a|) oraz stala ¢ > 0 taka, Ze jezeli |lap +v||prmy <
K dla pewnych p € Ey oraz v € F(g), to #p < exp(c).

al

Dowdd. Zalézmy, ze #u > d dla pewnej liczby naturalnej d (zajmiemy sie p6zniej). Z faktu
3.11.4 istnieje taki postep arytmetyczny I, Ze

d < # (supppNT) < 2d.
Okreslmy miary g1, vo przez ich wspétezynniki Fouriera-Stieltjesa
pi=f-xrvi=0-xr.

W istocie mamy tu do czynienie ze splotem z pewna miara dyskretna. Poniewaz jest to splot
z miarg o normie 1 warunek
laps + vallprr) < K

jest nadal spelniony. Z definicji postepu I' zachodzi takze
F#p1 < 2d.
7 twierdzenia trzech autoréw dostajemy rowniez
|1l aeery > clnd dla pewnej statej ¢ > 0.
Niech teraz © bedzie wielomianem BPB dla zbioru suppu;. Z definicji ma on nastepujace

trzy wlasnosci
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L |1®][L1(r) < 2.
2. O(n) =1 dla n € supppus.
3. #0 < C% dla pewnej stalej C' > 0.
Teraz otrzymujemy
2K > [[(apa +v1) * Ollar(ry = llapn +v1 % Ollar(ry 2 lalllllarery = 11© * vallarcr)-

Norme pierwsza mozemy zawsze oszacowacé z gora przez druga, wiec korzystajac z wtasnosci
wielomianu © oraz zalozen dostajemy

||@ * V1||L1('I[‘) < H@ * V1||L2(T) < 2eV2d.
Zbierajac wszystkie te rezultaty mozemy napisaé

2K > |a| - c¢lnd — 2ev2d.

Zatem, gdybysmy zalozyli na poczatku, ze d = %, to dobierajac € = % otrzymaliby$my
sprzeczno$¢ dowodzacy stusznosci lematu. O

Czas na drugi lemat.

Lemat 3.11.6. Istnieje funkcja 6 = 6(|a|, K) taka, ze jesli ||lap + v|| < K dla p € Ey oraz
v e F(9), to ||lap|| < 2K.

Dowdd. 7 twierdzenia trzech autoréw mamy
#u < cexp||ul|arcr-

Niech O bedzie wielomianem BPB dla zbioru suppji o wlasnoéciach

L (16l < 3.

2. O(n) =1 dla n € suppji.

3. #0 < exp(A#u) dla pewnej statej A > 0.
Korzystajac z lematu 3.11.5 dostajemy

#0 < exp(A(exp(cK|a|™!))), gdzie stata ¢ > 0 jest taka jak w lemacie 3.11.5. (3.14)

Dalej, uzyskujemy

3
K= 1© * (ap + V)| L1 (1) = llap + OV L1y = [lapllpiry — 11O * v|[L1(T).

7 wlasno$ci wielomianu © mamy |6 < 3, wiec © x v € F(35). W oparciu o nieréwnosé 3.14
otrzymujemy

#0 % 1 < #0 < exp(Mexp(cK|a]™))).

Szacujac ponownie norme pierwszg przez druga osiaggamy teraz
3 _
18 % pell oy < 11O # pll2ry < S0 exp(Alexp(cK]al™))).
Zbierajac wszystkie te rezultaty dochodzimy do
3 3 _
SK > llapllaser) — 58 exp\exp(ck]al ).

Jezeli teraz § < K exp(—A(exp(cK|a|™'))), to zalozenie ||ap||p(r) > 2K prowadzi do sprzecz-
nosci. O
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Mozemy juz udowodnié gltéwne twierdzenie.

Twierdzenie 3.11.7 (Rozwiazanie ostabionego problemu Wienera-Pitta). Niech (an)nen
bedzie ciggiem liczb zespolonych takim, zZe

1
|ap+1| < min (4",5 (2K3", ]an]>) ,

to kazda miara p € Mo(T) spetniajgca ||u||prry < K oraz taka, ze [i(Z) C {an : n € N} ma
naturalne spektrum.

Dowéd. Mamy
= Z appiy dla pewnych g € Ep.
k
Wykazemy indukcyjnie, ze
arpr|lprry < K3F. dla k € N.

Istotnie, z nieréwnosci trojkata

[oe) oo n n
3
Y arllaeery < D2 awskllarery + > Nawpel larry < K+ > K3F < 513"
k=n+1 k=1 k=1 k=1

Nietrudno zauwazy¢ (z definicji funkeji d), ze dla k > n + 1 mamy
1 n+1
|ag| < lan+1] < 5(§K3 , Ant1),

wiec okreslajac miare v przez warunek

o0

U= Z agfir € F(5)
k=n+2

Zatem stosujac lemat 3.11.6 do miary a, 14,1 1+v dostajemy ||an1ptns1|] < K3, Stosujac
udowodnione oszacowanie dostajemy > ||azuk|| < oo, wige szereg okredlajacy miare p* p =
Sk aipu jest zbiezny bezwzglednie L'(T). Stad px p € LY(T). Oznacza to jednak, ze u € €
(to kilkakrotnie wykorzystywany fakt pochodzacy z pracy Zafrana), co konczy dowdd. O

Odnotujmy jeszcze wazng uwage.

Uwaga 3.11.8. Zaleznosci ciggu (an)nen od K mozna sie pozbyé za pomocg metody prze-
kgtniowej.

Komentarze i odniesienia do literatury. Twierdzenie trzech autoréw mozna znalezé
w artykule [McGehee,Pigno,Smith]. Konstrukcja wielomianu BPB jest Swietnie opisana w
ksiazce [Wojtaszczyk]. Gléwne twierdzenie tego podrozdzialu jest zupelnie nowe i z cala
pewnoscig nie bylo nigdy wczesniej publikowane. Problem Wienera-Pitta w algebrze M (T)
pozostaje otwarty, lecz mozna sie spodziewaé, ze rozwiazanie (pozytywne) zostanie niedtugo
podane.
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