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Zajmiemy sie teraz aproksymacja w C(K), gdzie K to zwarta przestrzen
Hausdorffa. Wprowadzamy réwniez oznaczenie M(f) = {x € K : |f(z)] =

1o}

Twierdzenie 1 (Kryterium Kolmogorowa). Niech V. C C(K) jest podprze-
strzenig liniowg, vog € V, x € C(K). Wéwczas vy € Py (x) wtedy i tylko wtedy,
gdy

\vd 9 Re((x(t) —vo(t)v(¢))) < 0.

veV te M (xz—vg)

Dowdéd. < Uzasadnimy najpierw ponizszy fakt. Niech z € C(K), vg € V oraz
Uc{teK:x(t)—vo(t) #0}. Jedli

YV 3 Re((x(t) —vo(t)o(t))) <O,

VeV tekK
to dist(x, V) > infiey [2(t) — vo(t)|. Niech 8 = [, [z(t) — vo(t)]. Jesli 3 =0,
to koniec. W przypadku, gdy S > 0 przypuéémy, ze dist(xz,V) < G. Istnieje
woéwezas v1 € V takie, ze ||z —v1|| > f1 wtedy dla ¢t € U mamy |z(t) —v1(t)] <
|x(t) — vo(t)]. Niech v = v; — vg. Wykonujemy rachunek

Re((z(t) = vo(t))o(t) = %(Ix(t)—vo(t)\2+Iv(t)\Q—Iw(t)—vo(t)—v(t)F) = %(Iiv(t)—vo(t)|2+|v(t)l2—\w(t)—v1(

Ostatnia nieréwnos¢ jest sprzecznoscia. Aby zakonczy¢ dowdd tej implikacji wy-
starczy zastosowaé¢ udowodniony fakt do U = M (z — vp).
= Znéw uzasadnimy najpierw pewien fakt. Niech x € C(K), vy € V. Jezeli ist-
nieje v € V takie, ze dla t € M (x — vo) = M mamy Re((x(t) — vo(t))v(t)) > 0,
to istnieje v; € V spelniajace ||z —v1| < ||z —vo||. Ze zwartosci M istnieje oo > 0
takie, ze

inf - .

nf Re((x(t) —vo(t))v(t)) >a >0
Niech 8 = ||v||. Z zalozenia § > 0. Niech U = {t € K : Re((x(t) — vo(t))v(t)) >
S} oraz § > 0. Przyjmijmy vy = vg + dv. Dla t € K dostajemy

|2(t) = vo(t)[* — 20Re((x(t) — vo(t))v(t)) + 6% |v(t)|*.

Wyrédzniamy dwie mozliwosci.
Po pierwsze, moze sie zdarzyé¢, ze t € U. Wowczas mamy

J2(t) — v1(8)]* < Ja(t) — vo(t)|* — dax + 6°[[v]?,

ale —da + 62||v|| < 0 dla dostatecznie matych § > 0. Drugi przypadek to t ¢ U.
Wtedy

Re((x(t) — vo(t))o(t)) <

| QR

Mozemy napisac

|(t) = o1 (O] < [(t) = vo(B)] + 8|v(t)] < ()] — vol| + o [v]]-



£(t) € [0,1), bo &(t) = 2O=v0®l 1 Teraz t ¢ U, wiec t ¢ M. Dalej, K \ U

[lz—wvoll
jest zwarty, co daje max;c g\ |£(t)] =7 < 1. Zatem

|(t) — o1 ()] <Al = ol + 8l[v]] < [l = wvol|-
Dla dostatecznie matych 6 i wszystkich ¢ ¢ U. O

Definicja 2. Podprzestrzern V. .C C(K) wymiaru n nazywamy przestrzeniq Ha-
ara, jezeli istnieje baza vy, ldots, v, przestrzeni V' taka, zZe dla dowolnych parami
réznych ty,...,t, € K zachodzi

det(vi(t;))i =1 # 0.
Przyktad 1. V = lin(1,t,t2,...,t") jest przestrzenig Haara.
Stwierdzenie 3. Nastepujgce warunki s¢ réwnowazne
1. 'V jest przestrzeniq Haara.
2. Jedliv eV oraz v(t;) =0 dla pewnych n réznych t; € K, tov =0.

3. Dla dowolnych ty,...,t, € K parami roznych odwzorowanie T : V +— K"
zadane wzorem Tv = [v(ty),...,v(t,)] jest izomorfizmem liniowym.

4. Dla dowolnej bazy ws, ..., w, przestrzeni V det(w;(t;))';,—; # 0 dla do-
wolnych t1,...,t, € K réznych.

Dazymy do dowodu nastepujacego twierdzenia.

Twierdzenie 4 (Haara-Kolmogorowa). Zaldzmy, ze #K >n+1, V C C(K)
jest podprzestrzenig liniowg wymiaru n. Wowczas V' jest zbiorem Czebyszewa
wtedy 1 tylko wtedy, gdy V' jest przestrzeniq Haara.

Dowdd. < Jak zwykle udowodnimy najpierw fakt pomocniczy. Przy zalozeniach
twierdzenia, jezeli V' C C(K) jest Haara, z € C(K), v € Py (x), to #M(x—v) >
n + 1. Mozemy zalozyé, ze © ¢ V. Niech M = {t1,...,ts} i przypu$émy iz
1 < s < n. Istnieje v1 € V taki, ze v1(t;) = z(t;) —v(t;) dlaj=1,...,s. Zatem

Re((x(t;) = v(t;))vi(t;)) = |a(ty) — v(t;)]* = [Jo = v[[* > 0.
Z kryterium Kolmogorowa v ¢ Py (x). Powracamy do dowodu twierdzenia. Za-
16zmy, ze V' jest przestrzenia Haara oraz € C(K)\V, v1,vy € Py (z). Wowczas
réwniez v = $(v1 +v2) € Py (2) i z udowodnionego faktu istnieja to, ..., t, € K
takie, ze t; € M(x — v). Stad
z(ty) —v(t;) = ||z —v|| = e?idist(2, V) dla j = 0,1,...,n, 0; €[0,27).

Dla takich samych t; mamy

z(t;) — vi(t;) = e dist(z, V)

z(t;) — va(t;) = e™idist(z, V).



Dalej, vy +v2 = 2v. A stad e +es = 2¢%% | czyli [ +€™i| = 2, co implikuje
e'ti = e%i. Skoro V jest Haara, to v; = vs, co konczy dowdd tej implikacji.
= Zalézmy, ze V nie spelnia warunku Haara, czyli

vo(t;) = 0 dla pewnych n réznych punktéw ¢, € K.
'U(JEV\{O}

Pokazemy, ze istnieje z € C(K), dla ktérego zbiér Py (x) jest nieskonczony.

Zalézmy, ze ||vg|| = 1 i niech 1, ...z, baza V. Mamy uklad réwnan
Zale =0j5=1,.
ktéry ma niezerowe rozwiazanie [, ..., ay]. Zatem det(w;(t;));';—; = 0. Niech

Vov=MNz1+... \nz,. Piszemy

Zﬁﬂ Z@ZM Z/\ Zﬁ;

dla pewnych (81, ..., Bn) # 0. Otrzymali$my wiec
v Zﬁ] =0. (1)
UEV

Rozwazmy v; : K — [0,1], ¢; sa ciagle oraz v;(t;) = 0; ;. Okreslmy teraz
a; = éﬁ dla §8; # 0 oraz a; = 0 dla 3; = 0. Niech

y = max(1 Za]wj Zaﬂ/}]

lylle = 1, y(t:) = 135, edy B; # 0 i y( i) = 0, gdy B; — 0. Przyjmijmy
z = y(1 — %|vg|). Pokazemy, ze dla |a| < %, avg € Py (x). Wezmy takie j, ze
B; # 0. Woéwcezas

1
1= la(t;) < llzlloo <ylloc|[1 = Slvoll] <1

Zatem ||z||cc = 1. Pokazemy, ze dist(x, V) = 1. Przypus$émy, ze dist(z, V) < 1.
Wtedy istnieje w € V' o wlasnosci |z(t;) — w(t;)| < ||z —w|| < 1. Gdy 8; # 0,
to

1851 = Bjw(ty)| = 18;(x(t;) —w(t;)] <[]
Zatem Ref;w(t;) > 01 to jest sprzecznosé z warunkiem (1). Zatem dist(z, V') =
1. Niech |a| < 1. Uzyskujemy

|z(t)—avo(t)] < |(t)[+]ellvo(8)] = Iy(t)lll—%Ivo(t)ll+\allvo(t)| < 1—%\Uo(t)|+|04||vo(t)| <1

Stad avg € Py (z). O



Twierdzenie 5 (Caratheodory). A C R™, 2 € convA. Wéwczas istniejgag . . . , G,
m<n oraz Ag, -, Am >0, g+ ...+ Ay, = 1 takie, Ze

m
=0

Dowdd. Niech x = Zf:o Ajaj i jest to najkrétsze przedstawienie x jako kombi-
nacji wypuklej elementéw z A. Przyjmujemy x = 0, czyli Y ;_j Aja; =0, A; # 0.
Dla s = n koniec. Niech wiec s > n. Wtedy a1, ..., a, sa liniowo zalezne. Stad
istnieja 71, . . ., ¥, nie wszystkie rowne 0 takie, ze 0 = 25:1 vja;, czyli

0= Z)\jaj + aZ%’ag‘ = Xoao + Z(/\j +ayj)a;.
=0 j=1 Jj=1

Niech ¢ : R — R®, () = (A +ay, ..., As+ays), ¢ jest ciagle, ¢(0) € (0,00)°.
Dalej, U = ¢~ 1((0,00)*) jest zbiorem otwartym. Wezmy (c, d) - spdjna sktadowa
U zawierajaca 0. Oczywiscie (¢,d) # R. Niech ag bedzie skoniczonym koticem
odcinka (c,d). Wtedy «; + aoy; > 0 i dla pewnego jo Aj, + 75, = 0, czyli
wyjsciowa sumg mozemy skrécic. O

Lemat 6. Zbior K C R"™ jest zwarty. Rozwazamy uklad nieréwnosci lintowych
< a,z >> 0, a € K. Ten uklad jest sprzeczny wtedy i tylko wtedy, gdy 0 €
convK.

Dowdd. = Jedli 0 € convA, to z twierdzenia Caratheodory’ego istnieja a; € K,
A0y -5 Am > 0, m < n takie, ze

m
0= Z /\jaj.
j=0

Zal6zmy, ze istnieje z € K takie, ze dla kazdego a € K < a,z >> 0. Ale
0=< Z)\jaj,z >= Z)xj <aj,z>>0.
§=0 j=1
&, convK jest zwarty, 0 ¢ K, to dla pewnego « € convK mamy
[|z]| = inf{]|a|| : @ € convK} > 0.
Dlaa € K i6 € (0,1) zachodzi
0<||0a+ (1 —0)z|* —||z|]|> = 6*la —z||* +20 <a—a,z>.

Przechodzac z 6 do zera dostajemy < a —z,z >> 0, czyli < a,z >>< z,x >>
0. O



Lemat 7. Niech V C Cr(K) jest n-wymiarowq podprzestrzeniq liniowg z bazq
V1y...,Un. Wowczas v € Py(x) wtedy i tylko wtedy, gdy

0 € conv{(x —v)(t)(v1(t),...,vn(t)) 1 y € M(z —v).

Dowdd. 7 kryterium Kolmogorowa

vePy(z)e V 9 r@®h(t)<0e - ( 9 Y r@®h() > O) & ( 9 VYV <or®)(n@®),...

heV teM(r) heV teM(r) a€R™ te M(r)
Niech
A={rt)(vi(t),...,v,(t)) e R" : t € M(r)}.
Dalej, stosujemy lemat poprzedni. O

Lemat 8. Uklad vy,...,v, jest bazg podprzestrzeni Haara Cgr([a,b]), a < tp <
t < ...,<tp<b, Agy..., A\ £ 0. Wowczas

0 € conv{\;(vi(t;),...,vn(t;)) e R": j=0,1,...,n}
wtedy i tylko wtedy, gdy A\jA\j+1 <0 dla j=0,1,...,n—-1

Dowéd. 7 zatozen mamy det[v;(t;)]7';=; # 0 i z ciaglodci wyznacznika znak nie
zalezy od wyboru (t1,...,t,)

0 € conv{\;(v1(t1),...,vn(tn)) : 4 =0,...,n},
czyli

0= Zej)\j(vl(tl)a s ,’Un(tj)),
j=0

gdzie 6; > 0, > 60; =1 oraz 6y # 0. Wtedy

n
0;\;
—(’Ul(to)7 PN ,’Un(to)) = Z QJA] (’Ul(tj), ey 'Un(tj)).
= oo
Niech z; = gé /A\j . Mamy uktad n rownan liniowych o niezerowym wyznaczniku
réwnym D(ty, ..., t, = det[v;(t;)]};_;. Ze wzoréw Cramera dostajemy

9]‘/\]' - D(tl,...,t]‘_l,to,t]‘+1,...,tn) D(to,tl,...,tj_l,tj+1,...,tn)

— (-7

COoho D(ty,...,tn) D(ty,...,tn)

dj > 0 1 mamy )\j)\j+1 <0. O

Twierdzenie 9 (O alternansie). Niech V. C Cr([a,b]) bedzie n-wymiarowq
podprzestrzeniq Haara, © € Cgr([a,b]), v € V. Wéwczas v € Py(x) wtedy i
tylko wtedy, gdy istniejg punkty a < to < t1 < ... < t, < b takie, Ze |(x —
v)(t)] =]z —v||eo dlai=0,...,n oraz sgn(x —v)(t;) = —sgn(z — v)(t;iy1) dia
i=0,1,...,n—1.

= (-1)7d;.



Dowdd. Z lematu 2 v € Py (x) wtedy i tylko wtedy, gdy 0 € convA, gdzie
A={(z=v)t)(v1(t),...,vn(t)) : t € M(z —0v)}.
Zatem

k
0=> 0i(x—0)t)(v1(tj), .-, vnlt;))
7=0
dla t; € M(xz —v), k < n. Z warunku Haara k < n. Zatem k = n. Z lematu
3 ostatni uklad ma rozwiazanie wtedy i tylko wtedy, gdy sgn(z — v)(t;) =
—sgn(z —v)(t;-1).
Przechodzimy do aproksymacji trygonometryczne;j.
Niech Cs,(R) oznacza przestrzen Banacha funkcji ciagltych 27 okresowych. Przyj-
mijmy
Vo ={ Z cpe®t o € C}.
k=—n

Wéwezas dimV,, = 2n + 1. Dla v € V,, mozemy stosowac takze notacje rzeczy-
wista.

Operatory Fouriera

Niech F,, : Cor(R) — C2,(R) bedzie okreslony na

n

Eu ()= Y enl(f)e™,

k=—n
gdzie
1 [7 ,
ce(f) = %/7 ft)e .

Stwierdzenie 10. F,, € L(Co,(R)) oraz ||F,|| < 2n+ 1.

Stwierdzenie 11. UKlad (e'*') jest bazq ortogonalng w L*([—m,pi]) i F, jest
rzutem ortogonalnym na V.

Wprowadzamy jadro Dirichleta za pomoca wzoru D,,(t) = > ;_ e

‘ 1

Stwierdzenie 12. Zachodzi wzér D, (t) = % Ponadto dla f € Car(R),
= 2

t € R zachodzi

EH)) = [ ft - )Do(s)ds.

2 ).

Operatory Fejera

o ons \ 2
G, = % Zz;é F},. Okreslamy jadro Fejera za pomoca wzoru K, (s) = % (Sm 7) .

ﬁn%
Stwierdzenie 13. Zachodzi wzor

1

GulNW) = 5= [ 7t~ 9)Kn(s)ds.



Definicja 14. ¢ € L(C(K)) jest dodatni, jesli f > 0 = &(f) > 0.
Jesli operator ¢ jest dodatni, to f < g implikuje ¢(f) < ¢(g).

Twierdzenie 15 (Korowkin). Operatory L, € L(C2-(R)) sq¢ dodatnie. Wow-
czas L f =2 f € Carx(R) dla kaZdej funkcji f € Cor(R) wtedy i tylko wtedy, gdy
L.fi = fi dlai=0,1,2, gdzie fo =1, f1(t) = cost, fa(t) = sint.

Dowdd. Niech x,t € R, f € Cor(R), M = || f||co. Wwezas |f(z) — f(t)] < 2M.
7 jednostajnej ciaglosci f

V dle—t]<d=|f(x) - f) <e.

e>06>0

—~

) +vn(z, ) oraz
(1 —cosacosx —

Rozwazmy 1, () = sin® 25¢. Wykazemy, ze (Lntba)(2) = 1o
Y = 0 jednostajnie po z i a. Istotnie, zauwazmy ze 1, =
sinasinz). Stad

N|—

(Lp cost)(z) = cosx + &, ()
(Lpsint)(z) = sinx + ny,(x)
(Lp1)(z) =1+ Bn(2)
Liczymy,
(L)) = (14 Bu() — cosa(cos +En(x)) — sinalsing +n,(x))) =
= %(1 —cosacost — sinasinz) + %(ﬁn — cos oy () — sinam,(x)) =
Yal@) + 7u(z. ),

gdzie v, = 0. Wracamy do dowodu. Dla dowolnego z, @ € R mamy

[Val@) _ 10y~ f(a) < e 4 22Val®)
Sin 5 Sin bl

Wynika to stad, iz mozemy przyja¢ « € (o — 6, 2w + a — 0) (z okresowosci). Jesli
|x — a] < 4, to mamy teze z jednostajnej ciaglosci. Ponadto, dla § < z — a <
Ya(z)
Tg

27 — § mamy z monotoniczno$ci sinusa oxg = L teraz nieréwnos¢ wynika z

oszacowania |f(x) — f(t)] < 2M. Dzialajac operatorami L, na tej nier6wnosci
dostajemy

2M 2M

—e(Ln1)(2) = —55 (Lnta)(2) < (Lnf)(2)—f (@) (Ln1)(z) < e(Lnl)(2)+ —5 (Lnta())

S S

2 2

Teraz, (L,1) =1+ (,(z). Zatem

[(Lnf) (@) = fla)] <[(Lnf)(@) = f(a)(1 4 Bn()] + [f(@)]|Bn(2)] <

< (14 8a () + —y (@) + b @) + (@)1 (2)]



Istnieje ng takie, ze dla n > ny prawa strona jest nie wieksza niz 2e+ Si{y 50 (T).
2

028
1 sin” §

Zadamy, aby |y < ﬁ&‘v I7n| < 10 2a €
Zatem, dla n > ng i z,« € R zachodzi

g T —

2M
|Lnf(x) — f(a)\ < 2e + — 55 SN
sin” § 2

Teraz, gdy o — x dostajemy |L, f(z) — f(z)| < 2e. O

Whniosek 16. Dia kazdego f € Car(R) zachodzi G, f = f.

Twierdzenie 17 (Weierstrass). Wielomiany trygonometryczne sq geste w Cor (R).
Zachodzi ogdlne twierdzenie.

Twierdzenie 18. Niech X bedzie przestrzeniqg Banacha, Y jest przestrzenig
unormowang, ¢, € L(X,Y) dlan = 1,2,..., ¢ € L(X,Y) oraz F C X jest
gestym podzbiorem. Wiéwczas ¢n(x) — ¢(x) dla kazdego x € X wtedy i tylko
wtedy, gdy

lim ¢n(x) =¢(z) dlax e F

J |lpnl| <M dlan=1,2,...
M>0

Dowdéd. = wynika wprost z twierdzenia Banacha - Steinhausa.
< Niech z € X, e > 0. Wéwezas istnieje y € F takie, ze ||z — y|| < e. Stad

l¢(x) = on ()] < llo(x = Y + [l¢(y) = n (W) + [[dn(z = Y)l|-

Dalej, ||o(z — y)|| < [|9llllz — yl| < ||¢|le. Ponadto, istnieje ng takie, ze dla
n > ng takie, ze ||¢(y) — ¢n(y)lle, a takze |[¢n(y — 2)|| < [lonlllly — 2[] < Me.
Ostatecznie, ||¢(z) — ¢n(2)|] < (J|@]| +1 4+ M)e. O

Stwierdzenie 19. Zachodzi réwnosé

1 ™
Il =20 = 5o [ IDato)

Dowdd. Wezmy f € Ca2x(R), ||f]lcc < 1. Po pierwsze, mamy

1m0 < [ 1Duolar
Ustalamy ¢ € R, g¢(u) = sgnD,,(t — u). Wowczas

Frn(g:)(t) ! /ﬂ | D,y (s)|ds.

:% .

Istnieja gr: € Cor(R) takie, Ze [|gktlloc < 1, |gre(w)| < [ge(u)] 1 gre — gt
prawie wszedzie i korzystamy z twierdzenia o zbieznosci zmajoryzowane;j. O



Stwierdzenie 20. Dian =1,2,... zachodzi % Inn <A, <3+ Inn.

Dowdd. D, jest nieparzyste, wiec

1 [7 1 /7 1 [w 1 /7
A== [ Dayae =2 / D (0)]dt = - / D) + 1 / 1D, (1))t
2 T Jo T Jo TJ1

—T

Dalej,

1 (= 1 (= 1 (=
f/ |Dn(t)|dt:f/ dt:f/
™ Jo ™ Jo ™ Jo

Zauwazmy, ze na (0, 7) zachodzi sin% > %, a stad

17 1 [7si it 1 [
f/ |Dn(t)\dt:—/ Sln@t?)dm/ %dtzlnw+lnn.
1 1 1

n

E eikt

k=—n

n
1+22coskt

k=1

2 [n 1
ﬁ<*/(
™ 0 2

™ ™ S 5 ™

Ostatecznie, A\, < %(% +n)+Inm+Inn < 3+1Inn. Pozostaje druga nier6wnosé.

sin(2n + 1)x

- dr >
sinx

x sin(n+%)t'dt_2/§
sin & 7 Jo

2/3 \sin(2n+1)x|d$ _ 2/n+§ |sinﬂ'u| . g/n \sinwu|du:
T 0 X iy 0 0 u
9 k+1 1n 1
- ;z/ /

k=
2 — 4
< — Z sin Tudu > — ln n sin Tudu = — Inn.
77 P ™ 0

T2

sin

sin Tudu <

Wnhiosek 21. Istniejg funkcje f € Cor(R) takie, Ze F,,(f) nie zbiega do f.
Niech V;, C Car(R), V,, = lin{e?* : k = —n,...,n}, E,(f) = dist(f, V»).
Stwierdzenie 22. Jezeli f € Cor(R), to ||F) — flloo < (14 2X,)En(f).

Dowdd. Niech t € [—m,m) i okre§lamy ¢, € (Caor(R))* wzorem ¢ f = (F,, f)(t)—

f(@). Mamy [|y]| < [[Fnl[ + 11 @1
lee (D = lee(f =) < ll@ell - [1f = vlloo < (Il + DI = 0lloo-

Jezeliv € P, (f), to

e (N = [(Fnf) (@) = )] < (An + 1) En(f)-

n)dt =

2

—

1

n 2



Zajmijmy sie nastepujacym pytaniem: czy istnieje ciag rzutéw Ly, : Cor (R) —
V., taki, ze dla kazdego f € Cor(R) ||f — Lnfl|loc < ME,(f) dla pewnej stalej
M niezaleznej od f i n.

Stwierdzenie 23. Nastepujgce warunki sqg réwnowazne.

1. Istnieje cigg rzutéw Ly, : Con(R) = V,, n=0,1,2... i stala M > 0 taka,
ze dla kazdego f € Cor(R) zachodzi ||f — Ly f|lco < ME,(f).

2. Istnieje cigg rzutéw Ly, : Con(R) — V,,, n=0,1,2,... i stala M > 0 taka,
ze ||Ln|| < M.

Dowdd. (2) = (1), f € Cax(R), v € P, (f)
[ Lnf = flloo = [Ln(f =vn) = (f —vn)lloo < ([ILall+D)[[f —vnll < (M+1)En(f).
(1) = (2) Szacujemy,

L flloo < | Lnf = flloo + 1 flloe < MEn(f) + [1flloo < (M + 1) flloo-

Tu brakuje wyktadu.
Zmierzamy do nieré6wnos$ci Markowa i Bernsteina. Zacznijmy od lematu.

Lemat 24 (Nier6wno$é¢ Schura). Niech Q € C[—1,1] bedzie wielomianem stop-
nia co najwyzej n — 1. Wowczas

[1Q]]o0 < max ’n\/l—sz ‘

—1,1]
Dowdd. Oznaczmy prawa strone nieréwnosci przez M. Niech xp = cos 2’§n17r
beda zerami wielomianu Czebyszewa T;,. Wéwczas 1 > xz1 > ... > z, > —1,

xl —Z5. Rozwazamy dwa przypadki.
L |z| < 1. Wtedy V1I—22 > /1—2? =sinZ > 1. Stad nvV/1—22 > 1.
Zatem

) <K nv1-—22|Qx) < M

Przechodzimy do drugiego przypadku, czyli || > x1. Mozemy napisaé

= Qar)lk(z), gdzie ly(z) = ] T
k=1

T — ]
j=1, gk TR T

Mamy
n
= H T — ;).

Po zrézniczkowaniu mamy

n—1 < Tn
BN I (R e

J=1j#i i=1
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Stad

() = ——
T @ =T ()
Ale
T () = nsin(narccosy) nsin(%w) _ (—) n
Atk 1 — 22 B 1—a22 1— a2
2 2 k
Teraz
1 — 1— a2
_1 1yk+1 k
Q) = S ()

M
W1- 3@ <~
Zatem
M - 1 M | T (z) M
X n = —F :7Tl .
Q@< BTl Y e = e |2 oy | = T
k=1 k=1
Ostatecznie, |Q(z)| < M. O

Lemat 25. Niech S bedzie wielomianem trygonometrycznym nieparzystym stop-
nia co najwyzej n. Wowczas

S(t)

sint

<n sup

te[0,27] te[0,27]

Dowdd. Zapisujemy S jako kombinacje liniowa sinuséw

S(t) = bysinkt.
k=1

Rozwazmy fi(t) = Siinn’f. Mozemy napisaé

k-1
fe(t) = Z ag,(cost)’.
1=0

Istnieje zatem wielomian algebraiczny P stopnia mniejszego badz réwnego od
n — 1 taki, ze

S(ti = P(cost).

sin
7 nieréwnoéci Schura

sup |P(x)] < max |nv1—2?P(z)] = max

z€[—1,1] z€e[—1,1] te(0,2m]

nsint&

= S(t))-
| = ", max |S(1)]

te[0,27]

O
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Twierdzenie 26 (Nieréwnos$é¢ Bernsteina). Niech T € V,, ma wartosci rzeczy-
wiste. Wowczas
1T Joo < l|T|co-

Dowéd. Niech f(a,t) = &(T(a+ t) — T(a — t)). Wowczas f(a,) € V,. Dla
M = ||T||co mamy |f(a,t)] < M i f(a,-) jest nieparzysty, wiec

t
sup f('a, )’ <n-M.
t,a | sint
Wykonujemy prosty rachunek
T t)—T(a—t t t int
Tl(a):hm (a+ ) (a ): lmf(a7):hmf(g7 ).Sln .
t—0 2t t—0 t—0 sint t
Stad |T'(a)] < nM = n||T||so- O

Twierdzenie 27 (Nieréwnosé Markowa). Niech P € C([—1,1]) bedzie wie-
lomianem algebraicznym stopnia mniejszego rownego od n. Wowczas dla t €
[—1,1] zachodzi

[P’ (1) < 1n?[| P[oc-

Dowdd. Niech M = ||P||sc. Wéwczas
max 0 < t < 27|p(cost)| < M.
Z nieréwnos$ci Bernsteina
|p’ (cost)sint| < nM,

czyli
Ip’ (x)V1—x2| < nM.

Stosujemy nieréwnos$¢ Schura do p

/() < max [n/1— 2%/ (2)] < n?M.

Whioskiem z dowodu jest druga nieréwnos¢ Bernsteina.

Twierdzenie 28 (Druga nieréwnosé Bernsteina). Jezeli p € C([—1,1]) jest
wielomianem algebraicznym stopnia mniejszego bgdZ réwnego od n, to dla t €
(=1,1) zachodzi

()] < ——
|P( )| S ﬁ”ﬁ”w

Udowodnimy teraz twierdzenie Bernsteina.
Twierdzenie 29 (Bernstein). Funkcja f : [-1,] — R jest klasy C>° wtedy i

tylko wtedy, gdy

lim nfe,(f) =0.
keNTT0

12



Dowdd. = wynika z nieréwnosci Jacksona.

< oznaczmy ¢, (k) = n"e,(f). Wezmy p,, € P, takie, ze ||f — pnlloo = en(f) =
en(k)

- Rozwazmy szereg

D1 + Z(pn+1 _pn)-
n=1

Rézniczkujac wyraz po wyrazie dostaniemy szereg zbiezny jednostajnie, gdyz z
nieréwnoéci Markowa mamy

1557, = 2 loo < (14 1)2™[[pnsr — pall < (04 D2 (I = pogall + 1If = pall)

(n+ 1)2m
= S e (0 ealh).
Dla k = 2m + 2 mamy
m 1
i dostajemy zbieznoé¢ jednostajna. O

Udowodnimy jeszcze wariant nieréwnosci Jacksona dla wielomianow alge-
braicznych.

Twierdzenie 30 (Nieréwnosci Jacksona dla przypadku algebraicznego). Niech
f e C([-1,1]). Wowczas zachodzg nieréwnosci

1. en(f) < Swr(35)

2. Jezeli f spelnia warunek Lipschitza, to e,(f) < %, gdzie M to stala
Lipschitza.

3. Niech f € C*([-1,1]). Wtedy

Dowdd. Dowodzimy nieréwnosé 1. Niech g(t) = f(cost). Wtedy e, (f) = En(g),
bowiem dla p € Pp (f), v € P,, (g) zachodzi: skoro g jest parzysta, to v jest
parzysta, czyli

n
v = Z ap cos kt.
k=0

Wykonujemy rachunek

en(f) = If = pllee = llg(t) = plcost)|lcc > En(g) = [lg = vlloc =

g(t) — Z ay, cos kt
k=0

n

f(z) — Zak cos(karccosz)| > en(f).

k=0

sup
tel0,m]

= sup
te[—1,1]
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Teraz wy(d) = sup{|f(cost) — f(coss)|: |cost —coss| < I} > wy(s). Z nieréw-
nosci Jacksona (trygonometrycznej) dostajemy teze.

Zakladajac nieréwno$¢ 2 wykazemy teraz nieréwno$é¢ 3. Niech p € Pp, ,(f’)
oraz

o(x) = / " p(t)dr.

Dalej, [|(f =)'l = IIf —pll = en-1(f"), czyli f — ¢ spelnia warunek Lipschitza
ze stala e, _1(f’) 1 z 2 mamy

en(f) =en(f —q) < enfl(f/)Q(nL“rl)'

Polecane ksiazki (te, ktérych nie znam).
1. Chris Hul - "A Basis Theory Primer’.
2. O. Chrystemen - ’An Introduction to Frames and Riesz Bases’.
3. E. W. Cheney - "Introduction to Approximation Theory’.
Przechodzimy do baz.

Definicja 31. Cigg elementéw x,, przestrzeni Banacha X jest bazg Schaudera,
jezeli dla kazdego x € X istnieje jednoznacznie wyznaczony cigg skalarow a,

taki, ze
(o)
T = E AnTn .
n=1

Stwierdzenie 32 (Operatory sum czeSciowych). Niech cigg x,, bedzie bazqg w
X.Dla N=1,2,... niech Py : X — X

o0 o
Py g Ap Ty :E Ap Ty, -
n=1 n=1

Wowczas supy || Py || < 0o (ta liczba nazywa sie stalg bazowq).
Zanim udowodnimy to stwierdzenie, to wypunktujmy pewne wtasnosci Py .
1. Operatory Py sa liniowe.

2. Dla kazdego x € X, Py(z) — 2 przy N — oo.

w

. dimPy(X) = N.
4. PN Py = Puin(m,nN)-

Mozemy juz przejs¢ do dowodu stwierdzenia.
Okreslamy nowa norme na X: |||z||| = supy ||Pnz||. Pokazemy, ze (X, ||| - ||])
jest zupela. Niech y; bedzie ciagiem Cauchy’ego w ||| - |||. Dla ustalonego N

14



Pnyi jest Cauchy’ego w Xy = Pn(X) z ||-||. Stad istnieje 2y € X spelniajace
[|Pn(yx) — zn]| — 0 przy k — oco. Zatem

V 3 V IIP~v) — Py(yn)ll <e.
>0 Jep k1 >ko

Niech ukN’l = Pn(y1) — Pn(yx). Dla k,1 > ko zachodzi supy ||ullcvl\| < . Mamy

upy — zn — Pn(yx) pray | — oo, wiee ||zv — Pn(y)|| < ¢ dla kazdego N i
k > kg. Dalej,

llen = 2um|| < [lznv — Pnvykll + || Pyyr — Prayel] + || Paryr — 2m]| < €

dla k > ko i dostatecznie duzych N i M, czyli zy jest ciagiem Cauchy’ego w
(X, |- |])- Oznaczmy z = lim zy. Wéwezas

Pn(zm) = Py (klilgo PMyk> = k1LH;O PnPryyr =

= lim Pmin(M,N)yk = Zmin(N,M)-
k—o0

Istnieje ciag skalaréw ay, taki, ze zy = Z,If:l arxy. Zatem Py(z) = zy i

lIly" ==l = Sup [Py ys — P 2| = sup [|Pyyx — 2wl = 0.

Rozwazmy Id : (X,|||-||]) — (X,]] - ||) jest ciaglym, surjektywnym i réznowar-
tosciowym odwzorowaniem liniowym, gdyz

oo
DI

n=1

[Hdz|| = ||| =

| = Tim ||yl < sup||Pyzll = [lz]ll
N—oo N

Id~! tez jest ciggla z twierdzenia o odwzorowaniu otwartym. To daje réwnowaz-
no$é norm |||-|||1]|-]] na X. Stad wynika teza stwierdzenia, gdyz |||z||| < ||z,
czyli supy ||Pnvz|| < c||z]|, wiec ||Py|| < c.

Whniosek 33. Jezeli x,, jest bazg w X, to dla x = > anx, niech x¥(x) = ay,.
Wowezas ||zy|| - ||xk|| < 2C, gdzie C jest stalg bazowq .

Dowdd. Liczymy

anlllzall  llanaall  [|Paz = Pa_sal| _ 2C]Jal]
@, ()] = = - < .
" ol Tleal] PR P

O

Definicja 34. Cigg =} nazywamy funkcjonatami biortogonalnymi dla bazy x,.
Kazdy element x € X ma przedstawienie

[e'S)
*
T = E Ty Ty
n=1

15



Stwierdzenie 35. Jezeli na X dane sq ciggle operatory liniowe Py takie, Ze
1. Dla kazdego x € X Pyx — x przy N — 00,
2. dimPy(X) = N,
3. Dla kazdego N, M zachodzi Py Pyt = Prin(N, M)

to kazdy cigg x,, taki, Ze x, # 0, v1 € Py (X), x, € Po(X) NkerP,_; jest bazq
Schaudera w X.

Dowdd. Chcemy wykazaé, ze dla kazdego = € X istnieje ciag skalaréw a,, taki,
ze dla kazdego N zachodzi

N
Pyz = g Ap Ty, -
n=1

Pix = ayxq. Zatézmy, ze Pyx = a1x1+. .. +a,x,. Trzepa pokazaé, ze Pyyi1x =
Pyx+apt1@ny1. Przyjmijmy iz Pyi1x = @121+ - - . + @n@p + Gpp1Tpa1. Mamy

PNZ' = PN(PN+1$) = PN(Ca$1+ . .—l—ﬁTVxN)—l—an+1PNmn+1 = 0713}14— . +67V.TN

Stad a; = a; dla i = 1,..., N. Jednoznaczno$¢ a, wynika z tego, ze dla x =
> anx, mamy Pyz = 25:1 QpTy. Niech € > 0. Z cigglosci Py istnieje Ny > N
takie, ze
|| P ( Z anxn) I =l]] <e.
n> Ny

Wowezas

N No N

Pyx = Py <Z anxn> + Z anPn(xy) + 2z = Z anTy + 2.

n=1 n=N+1 n=1

co z dowolnosci € konczy dowdd. O
Przyktady.

1. Kazdy ortogonalny uktad zupelny w osrodkowej przestrzeni Hilberta jest
baza Schaudera.

2. Wektory jednostkowe e, sg bazag w I, dla 1 < p < 0o oraz w cy.

Przypomnijmy, ze ukladem Haara na [0, 1] nazywamy ciag funkcji h,, okreslo-
nych poprzez zapisanie n = 2 +k, j=0,1,2,...,k=0,1,2,...,2’ —1 wzorami
ho(t) =1 oraz

—25 dlat e (k279,(2k + 1)2791)

ha(t) = q 2% dlat e ((2k+1)2771, (k+1)279)
0w przeciwnym wypadku
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Stwierdzenie 36. Uklad Haara jest bazq w L,[0,1] dla 1 <p < o0

Dowdd. Zauwazmy, ze lin(hog, ..., h,) to przestrzen funkcji stalych na kazdym
z przedzialéw (575, ;ffl) 5=0,1,...,2k+ 11 (57, S;jl), s=k+1,...,20 -1,
gdzie n = 27 + k. Stad

()2 = L,[0,1].

Niech S,, oznacza zbiér wszystkich przedzialéw powyzszej postaci jak wyzej.

Wéwcezas
Pl =2 |(/ >X:,§</f (a0t )

Ies,

Dalej,

1exally 3 o | [ soa] 1< St i =3 [ie =i
IeSn IeSn

Teraz,

Lf =P fllp <IIf = gll + [1Png — PufI| < |If — gll(1+ | Pn]]) < 2¢,

gdzie g € lin(hy), ||f = gllp < =

Stwierdzenie 37. Istnieje baza Schaudera w C[0,1].
Dowdd. Zobacz w Wojtaszczyku. O
Przypomnijmy baze Fabera Schaudera w C[0, 1]. Mamy ciag punktéw dla
n=2F+41
2041

to =1, tkzw

i odpowiadajacy ciag funkeji f_; =0, fo(z) = =z,

ldlak=7j
fu(t;) = Odlak<j
liniowo ciagta w p. p.

Twierdzenie 38. Zaldzmy, ze f € C[0,1], f = > 07| anfn. Nastepujgce wa-
runki sq rownowazine

1. f spelnia warunek Héldera z wykladnikiem o € (0,1).
2. a, =0(n™%)
3. dist(f,lin(f-1, fo,.-., fn)) = O(n™%)

17



Dowdd. Funkcjonaly bioortogonalne maja postaé a_1 = f(0), ag = f(1) — £(0),
anf(tn) — 5(f(tr) = f(ts)), tr < tn, ts > t,, i pomiedzy t, i by, oraz t, it
nie ma punktow t. Przechodzimy do dowodu. 1 = 2. Korzystajac z warunku
Héldera i postaci funkcjonatéw biortogonalnych dla n = 2¥ + [ mamy

1 1 1_. o o
lan| < §|f(tn) = f(te)| + §|f(tr) = flts)l < §L1pa(f)(‘tn — b "+ [t = ts|%)
. 1\ , 1
<ctin(n) (5) < CLina(ns:
2 = 3. Niech S,, = lin(f_1, fo,.-., fn) C C[0,1]. Mamy
dist(f,8,) <1f =Y arfulle =11 Y. arfillo <
k=1 k=n+1
27+t _1 00 orti_q
1Y anfille+ Do 11 D arfilleo <
k=n+1 r=j+1  k=2r

oo

o0
< max  Jag|+ Z max  |ap| < O —1)7* + Z cEtt -1
n41<k<2i+1 L k< el

< C (2—a(j+1)+zjcj+l 2(“(7'+1)> < Cz—a(j-‘rl) <Z 2—0{7‘) < Cz—aj < C <1> .
r=0 n

Bedziemy potrzebowaé nastepujacego ¢wiczenia.

3V V WV lg@) -9l <Cnllglleclz —yl-
C>0n=1g€eS, z,y€l0,1]
Niech P,, oznaczaja sumy czesciowe dla bazy Fabera - Schaudera, czyli P, to
rzut na S,. Dla g, € Ps, (f) zachodzi

Nf=Puflloc = 1 f=gntPrgn="Pnflloo < [If=gnll+|[Pall[lf =gnll < Cdist(f, Sn),

wiec || f — Pofloo < -&. Teraz szacujemy

C
1Posf = Pos fIl < || Poiws f = fII+11Pos f = FII <

Niech z,y € [0,1], & € N beda takie, ze Qk% < |z —yl < 2% 7, poprzedniego
mamy ||f — Por f]| < 2(% < Clz — y|®. Korzystajac ze znanej sztuczki otrzymu-

Jemy

S

-1

|(Por f)(@) = (Por f)(W)| < ) [(Posr f — Poi f) (@) — (Poser f — Pos ) () |+

<.
Il
—

H(Prf = Pof)(@) = (Pof = Pof) )| + [(Pof = P-1f)(@) = (Pof — P-1f)(y)l-
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Korzystajac z ¢wiczenia ostatnie wyrazenie mozemy oszacowaé przez

k—1
> C2Y| Py f = Pai flloclz =yl + ClIPif = Poflloc|z =yl + C||Pof ||z — y]

Jj=1

k k
1 . .
<CY |z —y|=C> 20Dy —y[" "z —y|* <
=0

2ia
7=0
k k
< () 20mgmhimaly g _yle = ¢ | Y2707 | g — y|* < Cla —y|*.
j=0 7=0
Na koniec, |f(x) — f(y)| < [f(z) — (Porf)(x)] + [(Por f)(x) — (Pox f)(y)] +
|(Por ) (y) — f(y)| < Clz —y|*. O

Przechodzimy do ukladu Franklina.
Niech ¢, bedzie uktadem funkcji powstalych w wyniku ortonormalizacji Grama
- Schmidta w L2[0, 1] ukladu Fabera - Schaudera. Zacznijmy od pomocniczego
stwierdzenia.

Stwierdzenie 39. Niech 0 = 59 < s1 < ... < s, =1, S C C[0,1] - funkcje
ciggle liniowe na [sg, Sg4+1], Ax € S jest zadane przez warunki Ag(s;) = 0k 5,
O = Sp — Sp—1. Wowczas

1. {Ax}i_, jest bazg S.
2. Macierz Grama ukladu ma postaé tréjdiagonalng.

Stwierdzenie 40. Niech P : L%0,1] — L?[0, 1] bedzie rzutem ortogonalnym na
S. Wowczas P jest cigglym operatorem liniowym na C[0,1] i |[|Pf||co < 3||f]]oc-

Dowdd. P jest dobrze okreSlone i Pf € C0,1]. Istnieja funkcjonaly liniowe
0,61, ..,&, na C[0,1] takie, ze

Pf=> &\,
i=0
co wiecej ||Pfl|oo = max;|&(f)]. Teraz liczymy
| <A, f> = <AL PF>]=]<A;Y &G(NHA > | =

i=0
=1&1(f) <Aj, A1 > () <Ay, Aj >+ < Aj, A > | =

0.
:\5j—1(f)€]+§j(f)<Aj7Aj>+§j+1(f)<Aj7Aj+1>|=
0; 0; + 9, 0;
=161 L + (NI g () 2
Zatem
0; + 95 4 0;
< A5 > 12 GO — (DT + &

19



Dla j takiego, ze |&;(f)| = ||Pf|loc mamy | < Aj, f > | > [|[Pf]loc 2505 —
||Pf]oo 2o — |\Pf||0605+ﬁ6+%. Ostatecznie, ||Pf||o 2041 < | < Aj,f >
| <IIf ool 1A 111 = [[flloe 2522, czyli [|Pflloe < 3||f]|oo-

Twierdzenie 41. Uklad Franklina jest bazq Schaudera w C|0,1] z funkcjona-

tami biortogonalnymi
1
(N = [ et

Dowdd. To wynika z poprzedniego stwierdzenia. Istotnie, niech P, bedzie rzu-
tem ortogononalnym na .S,,. Wowczas,

Lf = Pufll = |1f = gn + Pagn = FIl < If = gull + [1Palll[f — gnll < 4dist(f, Sn).
O

Dazymy teraz do dowodu faktu, iz uklad trygonometryczny jest baza w
L,[0,2x].

Twierdzenie 42 (Riesz - Thorin). Niech 1 < p1,p2,q1,q92 < 00. Niech T be-
dzie liniowym operatorem okreslonym na Ly, (1) Lg, (1) 0 wartosciach w zbio-
rze funkcji mierzalnych na Q. Zaldimy, ze T € (Lp, (1), Lp,(v)) oraz T €
(Lq, (1), Lg, (v)). Wowczas, dla dowolnego § € (0,1) ¢

1 60 1-6 1 6 1-6
=—+

)

Tnoopm @ Te P2 Qe
mamy T € L(Ly, (1), Ly, (1))

[
ITNeey gy < TN,z ITIEGE, 2

Uzyjemy rzutéw Riesza. Niech V = lin{e** : k € Z}, U = lin{e* : k =
2,...}. Niech R: V — U bedzie okreslony wzorem

n n
R § akezkt _ E akezk)t
k=1

k=—n

Lemat 43. Niech p = 28, k = 1,2,.... Istnieje stala K, < oo taka, Ze dla
feU,u=Ref, v=Imf zachodzz [lullp < Kpl|vllp-

Dowdd. Robimy indukcje po k. Dla p = 2 mamy ||ul|2 = ||v]|2. Zalézmy, ze teza
jest prawdziwa dla p = 2’C Niech f € Loy Wtedy f2 € Ly i || /2|, = ||f1I3,-
Dalej, mamy f? = u? — v? + 2i(uv) oraz

l6?[lp < [l = 0|l + [[0%|lp < 25| luvllp + [[0*[|p < [[0%|lp + 2K, [ull2p|[v]|2.
Stad

(A [

[lvl13, [[v]]2p
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Zatem przyjmujac t = HZHZ otrzymamy

t? = 2Kt — 1 <=t < K, + /K2 + K,

O

Twierdzenie 44. Operator R (rzut Riesza) jest ograniczony w Ly[0,2r] dla
1 <p<oo.

Dowdd. Najpierw dla p = 2%. Niech h = 3°)'_  ape*® € V. Zalézmy tymcza-
sowo, ze ag = 0. Mozemy napisa¢ h = Y, __ ape’™ + S7_ aye'*t

n
= E arag)e™ =u+iv
k=1

ikt

P =

=r41is.

NE

(ar, —ay)e

x>~
Il

1

Stad h = u + is. Dalej, zauwazmy ze r + iv = Y ,_, ape’™ — Z,;:l_n arpe'*t.
Szacujemy z lematu

[+ avllp < |lrllp +[lolly < Kp(llslly + llullp) < 2Kp[[h]]p-

Niech f = S0 ape®™ g =571 age*. Z poprzednich rachunkéw dostajemy
IIf = ng < 2Kp||f +g||p» czyli

1 1 1
1fllp < G115 = gllp + 517 + glly < (K + 5)ILF + gl

R jest ciagly na V', wiec na Lqx. Z twierdzenia Riesza - Thorina R jest ciagly na
L, dla 2 < p < co. Poniewaz R = R*, to R jest ciaglyna L, dlal <p<2. O

Twierdzenie 45. Uklad trygonometryczny (1,¢e%, e~ . ..) jest bazq Schaudera
w Ly[0,27] dla 1 < p < oo.

Dowdd. Uklad ten jest liniowo gesty w Ly[0, 27]. Trzeba pokazad, ze

I Z akeZkth Chl| Z akemt”p

C O<m<n he—m h——n

[+ et f jest izometria w Ly,[0, 27]. Zatem

n n—m—1
Yo ae™lp =1 Y arpmere™ ], <
k=m+1 k=0
n—m-—1 n
IRl L(z,,L,) ]l Z akmyre™ || = [|Rl|L, .ol Zake““ﬂ.
k=—m—1 —
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Zatem

1D are™ [l <11 awe™ I+ Y awe™|| <
k=0 k=0

k=m+1
n n
(L + 1Rz )Y are™ || < Cpll D are™ .
k=0 k=—n
Podobnie szacujemy drugi sktadnik, a stad teza. O
Przechodzimy do zbieznosci bezwarunkowej.

Definicja 46. Szereg > x, jest zbiezny bezwzglednie, jesli . ||z,|| < co. Ten
sam szereq jest zbiezny bezwarunkowo, gdy dla kazdej bijekcji o : N — N szereg
Y To(n) jest zbieiny.

Twierdzenie 47. Niech (X,||-||) bedzie przestrzenig Banacha, x, € X, n € N.
Nastepujgce warunki sq rownowazne.

1. )", @y jest zbiezny bezwarunkowo.

2. 3, anxy, jest zbieiny dla dowolnego (a,) € 1.

3. >, Enty jest zbiezny dla €, = £1.

4. Operator T : cy — X taki, Ze Te, = x, dlan=1,2,... jest zwarty.
5. Dla kazdego rosngcego ciggu indeksow Yy, xn, jest zbieiny.

Dowodzimy 3 = 2. Niech Vy = 22[:1 ane,. Wowczas ciag (V) jest stabo

Cauchy’ego w ¢p, bo dla ¢ = (¢,) € I! mamy

N N
(V) =Vl = | D anca| <llallee Y lenl:
n=M+1 n=M+1

Ze zwartosci T dostajemy T'(Vy) jest zbiezny w normie X. Implikacja 2 = 5
jest oczywista. Dla dowodu 5 = 3 wybieramy nj tak, aby €,, = 1ie, = -1
dla n # ny. Wéwczas

o0 oo o0
E EnTn = 2 E Ty — E T,
n=1 k=1 n=1

Przechodzimy do 3 = 5. Niech v = v, € o, |[V||oo < 1, vn # 0 dla skoticzeniu
wielu n. Ciag (Vn)n:y, 20 mozna przedstawié jako kombinacje wypukla ciagéw o
wyrazach 1 (to sa wierzchotki kuli jednostkowej w (R™, ||-||s0). Niech T': ¢q
X, Te, =z, oraz v = ZQ/I:N Ynen € g1y = Zszl cra'®) | adzie Zszl cx =1,
cr > 0 oraz a®) = ZQ/I:N ePe, dla ) € {-1,1}. Teraz Ty = Zszl cxTalF)
istad

M oo
1T <D el Ta® || < sup || Y enzall < sup || Y enaall.
& en==% n=N en=% n=N
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Pokazemy, ze
lim sup || E EnZnl|| = 0.
N=eoe=+ " 1%
=

Zal6ézmy przeciwnie, czyli

lim sup sup || Z EnZnl| = 6> 0.

N—oo ep= n>N
. . . . . 1 1 _ .
Istnieje takie Ny ien,, en, oy, --- = £1, z€
1 B
1Y eheall > 5
n>Np
7 drugiej strony istnieje ry takie, ze

1 B
n < —
1> ehanll<f

n>Ni+7r,

oraz

Nastepnie znajdujemy No > Ny + rq oraz ro i 6,% = + taka, ze

No+ro
B
1Y Sl >
n:Ng 4

Niech ¢, = € dlan = Ng,..., N, + 1, i 0 w przeciwnym przypadku. Zatem
szereg Y £,%, jest zbiezny, ale nie spelnia warunku Cauchy’ego. Implikacja
4 = 1. Permutacja ¢ : N — N zadaje izometri¢ I, przestrzeni cg. Stad T o I,
jest zwarty z co do X i spetia (T o I,)(en) = Z4(n) Z udowodnionej wezesniej
implikacji 4 = 2 wynika, e szereg ), 2, () jest zbiezny. Pozostal jeszcze dowod
implikacji 1 = 5. Zalézmy, ze 5 nie zachodzi, czyli

Nsy1

33 J 0 ) wall>e

e>0nk (N6)3Zo  k=N,y+1

Niech N\{ny} = {mi,ma, ...}, m; <my1orazo: (1,2,...) = (n1,...w, Mgy M1, ey 45
czyli szereg ) To(n) jest zbiezny, ale nie spetnia warunku Cauchy’ego. O

Twierdzenie 48. Jezeli szereg > x,, jest zbieiny bezwarunkowo, to dla kazdej
permutacyi o : N +— N mamy

Z Sg(n) = Z Tp.
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Dowdd. Niech Yz, bedzie zbiezny bezwarunkowo do z. Pokazemy, ze

V 3 V lle=> zll<e

€>0 FoCN FoCF el

Przypusémy, ze tak nie jest, czyli

VYV Jlle-) wmll>e

e>0 FoCN FCFy neF

Ze zbieznosci x,, istnieje M; > 0 takie, ze dla kazdego N > M; zachodzi

N
€
||z — ZmnH <3
n=1
Niech Fy = {1,2,...,M;}. Z zalozenia istnieje Fy C G; takie, ze
o= 3 2ol > e
neGy

Niech My = max G, oraz Fy = {1,2,..., My}. Otrzymujemy ciag skonczonych
podzbioréw
FircGiCcFcGyC...

takie, ze
g .
|z — Z T < 31 ||z — Z To|| > e
n€EFN neGN
Zatem
> mall=1 Y. = D wll>
neEGnN\Fn neGN neFn
e €
o= Y zall=llz— D zall>e-5 =13,
2 2
neGun neFn

a wiec #Gn > #Fn. Definiujemy ¢ : N — N i ustawiamy kolejno elementy
Fl, G1 \Fl, F2 \ Gl, ‘e Mamy

#GN

Y agmll=ll X wll>s

n=#Fn+1 neGn\Fn

czyli Zx% nie spelnia warunku Cauchy’ego. Wezmy teraz ¢ > 01 Fy C N
takie, ze dla Fy C F zachodzi

[|n — onerzn|l <e, No € N takie, ze
Fy c{o(1),...,0(No)}, N > Ng, FF ={o(1),...,0(N)}. Teraz

N
||z — Zma(n)H = ||z — anH <&
n=1

ner

wiee Y To(n) = T. O
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Definicja 49. Baza Schaudera x, z funkcjonalami biortogonalnymi x}, jest
bazq bezwarunkowq, jezeli dla kazdego x € X szereg > xlf(x)x, jest zbieiny
bezwarunkowo do x.

Przyklad 2. e Bazy ortonormalne w przestrzeniach Hilberta.
e Bazae, wly dla1l <p < oo.
Twierdzenie 50. Niech x,, C X. Nastepujgce warunki sg rownowazne
1. x, jest bazq bezwarunkowqg w X .
2. Dla dowolnej permutacji o : N — N uklad x4y, jest bazq Schaudera w X.

Dowdd. 1 = 2. Niech z} bedzie uklad biortogonalnym. Woéwczas dla kazdego
x € X zachodzi
T = Z Ty Ty = Z Ty () (T)To(n)-

Trzeba pokazaé, ze jesli x = ) cyZom), to ¢ = x% . (x). To jest jasne, bo
x) ny = Cn - L. Przechodzimy do dowodu implikacji 2 = 1. Niech x; bedzie
ukiadem biortogonalnym do bazy Schaudera z,,. Musimy pokazaé, ze szereg
> ak (x)x, zbiega do x bezwarunkowo dla dowolnego 2 € X. Niech 0 : N — N
bedzie dowolng permutacja. Wowcezas © = ) ¢, Zo(n), ale x;(n)(x) = ¢,. Zatem
szereg x:(n)(x)xo(n) zbiega dla dowolnej permutacji o. O

Niech z,, ] bedzie baza bezwarunkowa oraz f C N bedzie zbiorem skon-
czonym. Przyjmijmy oznaczenia

Sp(x)= 3 o (@),

nekF
Spe(x) Z eny (T)xy, dlae, = %1,
neF
Sea D> At (@), dla A = (A)ner, [An] < 1.
nelr
Fakt 51. Dia dowolnego x € X prawdg jest, iz
LAzl = suppl[Se (@), [[l2]]le = supp|[See (@), [[l2]l[a = supp al[Sra(2)]]

sq skonczone.

2. K =supp||Sp||, K: =supp|[Srell, Ka = suppal|Skal| sq skoriczone.

Sl < fll=flle <2[[|=|l] i K < Ko <2K.

4. Gdy X jest przestrzenig nad R, to |||z|||e = |||z|||a oraz K. = Kj.

5. Gdy X jest przestrzenig nad C, |||z||le < |||z|l|a < 2|||z]||e ¢ Ke < K <
2K..

6. Normy ||| - I, Il - lles 1| - [lla s@ réwnowazne z normaq wyjsciowq.
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Twierdzenie 52. Niech x,, bedzie lintowo gestym ukiadem wektoréw w X. Na-
stepujgce warunki sg rownowazne.

1. x, jest bazqg bezwarunkowg.

2. Istnieje stala Cs taka, Ze dla kaidego N € N i dla dowolnego skoniczonego
uktadu liczb aq,...,an, b1,...,bn zachodzi

N N
13" anwnll < Col| D buall.
n=1 n=1

3. Istnieje stala Cs taka, zZe dla kazdego skoniczonych zbiorow F,G C N,
F C G i skalaréw c,, zachodzi

1S cuzall < Csll Y cazall:

neF neG

4. Istnieje stala Cy taka, Ze dla kaidego N € N oraz skalaréw dy,...dy @
znakow e,, = £1 zachodzi

N N
I andnwnu < C4f| Zdnan
n=1 n=1

Dowdd. 1 = 2. Niech N
x = Z by, Ty(r) =by
n=1

i wezmy \, takie, ze ap, = A\pbn, [An| < 1.DIaF C {1,...,N}iA=(\,...,\),
a wiec

N
Zanmn = Spa(z).
n=1

Zatem

N
1> an@nll = [|Sea(@)]] < Kall]l.
n=1

2 = 3 Wezmy w warunku 2 N = maxG. Okreslmy ciag b, = ¢, dlan € G i
zero poza tym, a takze ciag a, = ¢, dlan € F i 0 poza tym. Czas na implikacje
3=4.Niech Fy ={n:e, =1} oraz F_ = {n:e, = —1}. Mamy

||Z€ndn$n|| < Z dnzn|| + | Z dnn|| <203sznxn‘|~

neF, ner_
Niedokonficzone O

7 2 wynika wniosek.
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Whiosek 53. Jezeli x,,x) jest bazg bezwarunkowg w X, to istnieje stata C
taka, ze dla kazdego © € X i dowolnego ciggu A = (A\,)n C 1% zachodzi

HZAM 2)wn|| < Cl|Alloo||2[]-

Fakt 54. Niech 1 < p < 00, ag, by, bedq ciggami takimi, Ze |bg| < |ag|. Wowczas
dla kazdego n € N mamy

N
15" taly < (moxtr. 2 1) Hzakhknp
k=0

Lemat 55. Niech v(x,y) = |y|P — (p — 1)P|z|P. Istnieje funkcja u:C x C+— R
taka, Ze dla a,b,xz,y € C, |b| < |al:

1ow(z,y) <ulw,y),
2. u(z,y) = u(=z, -y),
3. u(0,0) =

4. u(@+a,y+b) +u(z —a,y —b) <2ufz,y).
u(z,y) = p(L = 5P (= + [y)P~ (lyl = (0 — D).

Twierdzenie 56. Uklad Haara jest bazg bezwarunkowq w L,[0,1] dla 1 <p <
0.

Zajmiemy sie teraz zwiazkiem aproksymacji z bazami Schaudera.
Niech (X, || -||) bedzie przestrzenia Banacha oraz x,, bedzie w niej baza Schau-
dera. Przyjmijmy
Sp = lin(zq,...,x,).

Wtedy dla kazdego f € X zachodzi
e dist(f,S,) — 0
e Dla f, € 5,,

b Hf - fn” < CdiSt(f7 Sn)
Omoéwimy teraz zagadnienie aproskymacji nieliniowej (n - cztonowa).
on ={aixy + ...+ ant;, i1,...,0, € N}
Woéwezas dist(f, o) — 0, a, = 22 (f). Niech o : N — N bedzie permutacja taka,
ze
|a2(1)| > |a'0(2)| Z ...z |a'0'(n)| Z ...
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Niech A,, = {o(1),...,0(n)} oraz

Gn(f) = Z axTy € Y.

keA,
Rozwazamy nastepujace problemy.
o Czy Gu(f) — f7?
o Cay ||f = Gu(f)]] < Cdist(f, £n)?
Definicja 57. Baze x, w przestrzeni Banacha X nazwiemy bazg zachlanng,
jezeli
d V VYV IIf=Gu(f)ll < Cdist(f, ).

C<oo fEX neN

Definicja 58. Baze x,, nazwiemy demokratyczng, jezeli

9 VY | Z zk|| < D Z xi|| A, B - skoniczone i réwnej mocy
D<oco A,BCN keA keB

Twierdzenie 59 (Konyagin, Temlyakov,1999). Baza x,, jest zachlanna wtedy i
tylko wtedy, gdy jest bezwarunkowa i demokratyczna.

Dowdd. < Niech = € X oraz o : N +— N bedzie permutacja taka, ze
250y (@)] > |2 >

Ustalmy € > 0 i dla A C N niech

Sa(x) = zp(@)ax.

keA

WeZmy P,, C N, #P,, = m oraz

Qm(z) = Z brxy

kE€Pm
takie, ze
Iz = @m(2)]] < dist(z, 35) + ¢
Dalej,
Gm(x) = Y wj(@)zy = S, (2).
k€A,
Szacujemy

||z = Gn(2)|| < ||z = Sp,, ()| + |ISp,, () — Sa,, (x)]] =
|z — Sp,, ()] + [Sp,\A, () = Sa,\p, || <
<z = Sp,, (@) 4+ |Sa,\p (@) + 11SP,\A,, (2)]]-
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Teraz,

|z = Sp,, ()| < |z — Qum(@)|| + [|Qm(z) — Sp,, (z)]| =
=dist(z,X,) + £ + ||Sp,, (Qm(x) — z)|| <

dist(z, X,) + €+ ||Sp,. ||(dist(z, 3,) + €) <
(K + 1)dist(z, X,,) z bezwarunkowosci.

Dalej,

IS8, \Po (D)) = 14,0\ P, (2 = Quu(2))]] < K[z — Qu(2)]] <
K (dist(x, Ap) + €).

Aby oszacowac ||Sp, \a,, (z)|[, okreslmy

A= X <B= X .
pomax |2k (2)] g, |k (2)]
Teraz,
1Sp0an @ <K Al Y x| <KAD| Y ]
k€ P\ A k€A \ P
1
2 _ 52 *
< K7AD|| > zpl| = KZAD|| > xz(x)xk(l“)xle
KE P \Am 2} (€)#0 k€A m\ Pzt ()70

K3AD .
Y i@zl <KD -||Sy,0\p, (@)]] <
k€A \ P,
K*D(dist(z,%,) + ¢)

= Do bezwarunkowosci wystarczy pokaza¢ oszacowania
[1Sk(z)|] < (G +1)||z||, gdzie F CN, #F < oo .
Niech #F = m oraz a > 0 bedzie takie, ze

oo >a > m}ilx|x2(z)|

Okreslmy
y—x—SF(x)—&—aZxk
keF
Mamy
dist(y, £n) < [ly + Se(z) — @) zyl| = [[]]-
k
Stad
Gn(y) =a- Z Tk
keF
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Teraz,
llz = Sr(2)]] = lly — Gu(y)|| < Gdist(y, Zn) < |[z]],

co tatwo prowadzi do celu. Czas na dowdd demokratycznosci. Niech P, @ C N
oraz #P =#Q =m, F=m, FNP=FNQ =0, € > 0,

r= ()Y m) + Y
keQ keF

7 zachlannosci
1) ]l < G- dist(2,5,) < G(L+)|| Y -
keF ke

Podobnie,
1D el <G+ Y wall-

keP keF

7 dowolnoéci € mamy teze, bo

1Dzl SGI Y- all <GP Y aall.

keP keF keQ
O

Lemat 60. Dane sq liczby n1 < ng < ... < n, i zbiory mierzalne E; C [0,1],
j=1,...,s 0<q<oo. Wowczas

q

1 s - s
/ > 2% xp,(2) | de < Cp Y 27|
0 \j=1 j=1

Dowdéd. Niech

EZE[\(E1+1U...UES), l=1,...,s.
F, = E;. Dla x € F; mamy

Zatem,

»

S

1
/O p(z)lde < CLY 2M|F| < CIY 2" |E)|.
=1

=1
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Lemat 61. Niech h, to uklad Haara unormowany w L3[0,1], #4 =m, 1 <
p < 00,

=" cxh illexhll, <1
keA

dla k € A. Wéwezas || f||, < Cqm%.

Dowdéd. Niech I,, = supph,, oraz

1_ 1
llexhillp = [exl|Ik]? 72 < 1.

Zatem |ci| < |Ik|_%. Teraz szacujemy

_1
11l < 11 lerhiellly < 1D 1l ™7 X0, @)l

keA keA

Niech n; < ... < ng - liczby naturalne takie, ze dla kazdego k € N istnieje j € N
spekliajace |I;| = 27", Niech

E;= | I.

keA
Liczymy,

1
p P

1 s
_1 g
13 5 pxhwnp:/o S 2% xp, ()| dr| =+
j=1

keA

7 lematu poprzedniego dla ¢ = p mamy

=

fllp <~Cp Z |Ej|2m < Cpm?,
j=1
gdyz m = #A =370, |E;)2™. O

Twierdzenie 62. Uklad Haara unormowany w Ly[0,1] jest bazq demokratycz-
ng.
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