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Zaczynamy od przypomnienia wiadomosci z teorii miary.

Definicja 1. Funkcje f : E — R okreslong na zbiorze mierzalnym E C R™
nazywamy mierzalng, gdy

YV N ([~o0,a]) jest mierzalny.
a€R

Klasa funkcji mierzalnych jest zamknigta na podstawowe operacje (sup, inf,
limsup, liminf). Ponadto, funkcja mierzalna jest granica (punktowo zbieznego)
ciagu funkcji prostych oraz schodkowych (funkcje proste sumy wyrazen postaci
a;Xg,, & schodkowe to sumy funkcji charakterystycznych przedzialéw w R"™).
Przechodzimy teraz do Trzech zasad Littlewooda.

1. Kazdy zbior mierzalny o mierze skonczonej jest "niemal” sumag przedzialow.

Twierdzenie 2. Jesli A C R™ jest zbiorem mierzalnym o skoriczonej mie-
rze, to dla kazdego € > 0 istnieje skoniczona rodzina kostek Q1,...,Qy taka, Ze

[ANUQrUUQK\ Al <e.
Dowéd wynika z konstrukeji miary Lebesgue’a, ktéra okresla miare zbioru
A jako
|A| = inf Z |Q:], gdzie infimum jest brane po rodzinach kostek pokrywajacych A.
i=1

Stad wynika, ze istnieje k € N takie, ze Y 2, |Q;| < 5. Teraz mamy

0o k 0o
e\ e < Z|Qi\<§
i=1 i=1

i=k+1
Zatem |U;2; Qi \ A] < X2 1Qi] — |A] < 5. Wybierajac na poczatku pokrycie
takie, by 2, |Qi| < |A| + 5 dostajemy teze.
2. Kazda funkcja mierzalna jest prawie ciagta.

<

k
A
=1

Twierdzenie 3 (Luzin). Niech f : E — R bedzie mierzalna |E| < co. Wtedy
dla kazdego € > 0 istnieje F. C E takie, ze f|r. jest ciggla.

Uwaga 4. Istnieje funkcja ciggla f: R™ — R taka, Ze supga fé supg f oraz

{s€ B: fla) # f@)}| <=

3. Kazdy ciag punktowo zbiezny jest zbiezny prawie jednostajnie.

Twierdzenie 5 (Jegorow). Niech fi bedzie ciggiem funkcji mierzalnych, fi :
E — R, |E| < oo oraz fi(z) — f(z) dla prawie wszystkie x € E. Wowczas, dla
kazdego € > 0 istnieje domkniety podzbior A C F taki, zZe f; — f jednostajnie
na A. oraz |[E\ Ae| < e.



Dowdd. 1. Wybierzmy E C E, |E| = |E| taki, ze fi(z) — f(z) dla kazdego
zeE. ~

2. OkreSlmy zbiory EJ" = {z € E : Y/, | fi(x) — f(z)| < =}. Dla ustalonego m
mamy FEi" C B}, a takze

v | Er=E.

NeN, Iy
Stad
oo > |E| = |E| = [E|+ Y B\ B
i=k+1

Zatem

vV 33 B\ Bl <2

meN ky, P>k,
(innymi stowy, EJ* C E oraz |E \ B[ <27m).
4. Ustalmy € > 0 i wybierzmy N € N takie, ze
> €
d o= Nt < 5
m=N

Okreslmy zbiér Z; za pomocy formuly

Woéwezas o B
[ENA] < Y IENER|< Y 27" <

m>=N m>=2N

DO ™

5. Mamy f; — f jednostajnie na ;1; Wybieramy § > 0, m > %

YV V |fiz)— fl=)] <é.

5>km e AL

6. Poprawiamy A, biorac A. C A, takie, ze A. jest domkniete oraz |E \ Ae| <
€. O

Teraz mozemy latwo przeprowadzi¢ dowdd twierdzenia Yuzina.
Niech f : E — R bedzie punktowa granica funkcji prostych f,, = Zj QG mX Ry -
Dla kazdego f,, wybierzmy otwarte otoczenie D,, écian R; ., takie, ze |D,,| <
smrr- fm jest lokalnie stala, wiec jest ciagta na E'\ Dy, = E,,. OkreSlmy E =
Moo, Em. Wowczas

m=1
[e%S)

—~ g g
‘E\FE|<ZW:§'

m=1



Wszystkie fp, sa ciggle na j*": oraz f, zbiega punktowo do f. Wybierzmy F. C
F. takie, ze |E\ F.| < 3¢ ispelniajace f,, — f jednostajnie na F. (z twierdzenie
Jegorowa). Stad f jest ciggla na E.. Na koniec wybieramy domkniety podzbiér
F. C F. taki, ze |F \ F.| < e.

Przechodzimy teraz do zbieznoéci ciagéw funkcji mierzalnych.

Twierdzenie 6. Niech E bedzie zbiorem mierzalnym o skornczonej mierze, fy, :

FE — R spetnia
V V lfm@)] <M

rz€E meN

oraz fm — [ prawie wszedzie na E. Wowczas

/\fm—f\—>0przym—>oo.
E

Dowéd. Wybierzmy A, C F takie, ze f,, — f na A, jednostajnie

/E\fm(x)—ﬂxﬂdx:/A Ifm—f|+/ i — f < (@M + 1.

€ €

O

Twierdzenie 7 (Lemat Fatou). Niech fp, : R™ — R bedqg mierzalne, f,, > 0
oraz fm(x) — f(x) prawie wszedzie. Wowczas

f <liminf fm-
R’!L R’!L

Dowdd. Niech g : R™ — R bedzie ograniczona, |suppg| < oo, 0 < g(x) < f(x)
dla kazdego = € R™. Jedna z definicji calki mowi, ze

/ = sup / g
n g n

Niech g,,, = min(g, f,,) oraz g,, — g prawie wszedzie na R™. g,, sa ograniczone,
suppgm C g = F 7Z twierdzenia o zbieznosci ograniczonej

/gM:/gm%/g:/ g-
R E E n

Ponadto
YV gm(x) < fm(z), co pociaga / gmn < | fm-
meN n R
Dalej,
/ gzliminf/ Im <liminf/ s
n n R
czyli

f= sup/ g < liminf fm-
RTZ g n RTZ



Twierdzenie 8 (O zbieznoéci monotonicznej). Niech f,, : R" — R, f,, / f
prawie wszedzie na R™, fp, > 0. Wowczas

lim fm = f
R Rn

m—00

Dowdd. Wystarczy zakladaé, ze f,, — f prawie wszedzie oraz f,,(z) < f(x)

prawie wszedzie.
/ Im < / I

limsup/fmg/, liminf/fm>/.
f f

Whiosek 9 (Absolutna ciaglosé calki). Niech f bedzie calkowalna. Wowczas

Stad

O

vV 3 |E|<6:>‘/Ef‘<e.

e>06>0

Dowdd. Wezmy fy(x) = min|f(z)|, N. Wowczas fy /' |f| przy N — oo dla N
dostatecznie duzych N
€
[an-sm<3
Rn

z twierdzenia o zbieznosci monotonicznej. Niech 0 < 5%, |E| < 6. Wéwczas

/Ef‘</E|f|Z/E(|f|—fzv)+/EfN</Rn(f|—fN)+N6<;+;:s.
O

Twierdzenie 10 (O zbieznosci zmajoryzowanej). Niech f, — f zbiega prawie
wszedzie na R™, f,, mierzalne oraz istnieje g : R™ — R takie, Ze

/ lg| < 0o oraz |fm(x)| < g(z) prawie wszedzie.

[ 1tn=s1=0

Zaczniemy sie obecnie zajmowaé przestrzeniami LP.

Wowczas

Definicja 11. Niech E C R™ bedzie zbiorem mierzalnym oraz p > 0. Definiu-
jemy zbior LP(E) jako zbidr wszystkich funkcji mierzalnych okreslonych na E

takich, ze
11l (/Elf(w)l x<> < oo



Wprost z nieréwnoéci |z + y|P < 2P~ (|z|P + |y[P) dla p > 1 oraz z,y €
R wynika, iz dla p > 1 LP(E) jest przestrzenia liniowa. Widzimy jednak od
razu, ze je$li f nie jest tozsamosciowo réwna 0, ale f = 0 prawie wszedzie,
to || fll, = 0, wiec L?(E) nie moze by¢ w tej postaci przestrzenia unormowang.
Okreslamy zatem relacje réwnowaznosci na LP(E) za pomoca warunku f ~ g <
| = g prawie wszedzie i bedziemy od tej pory utozsamiaé¢ LP(E) ze zbiorem klas
abstrakcji tej relacji. Dla p > 1 zachodzi ponadto dobrze znana Nieréwno$é
Minkowskiego.

||f+9”p < Hf”p"’ Hng dla f,g € LP(E).

Jest wigc LP(FE) przestrzenia unormowana.
Sytuacja zmienia sie dla p € (0,1). Mamy wéwczas odwrécong nieréwnosé
Minkowskiego

AT+ 1gllly = [1f1lp +lgllp dla f,g € LP(E)

Tym nie mniej, zachodzi nieréwnos¢ |[f + g|[5 < [|f[[5 + [|g][b, ktéra pozwala
wprowadzié¢ metryke na przestrzeni LP(E) dla p € (0,1) za pomoca wzoru

dp(f,9) = /E |f(z) — g(z)|Pdx.

Jak juz wiemy, dla p > 1 LP(FE) jest przestrzenia unormowang. Dazymy do
wykazania, iz jest to przestrzen Banacha (zupelna przestrzen unormowana).
Zacznijmy od pomocniczego lematu.

Lemat 12. Przestrzen unormowana V jest zupelna wtedy i tylko wtedy, gdy
kazdy absolutnie zbieiny szereq elementow z V jest zbiezny w V.

Dowdéd. = Zalézmy, ze dla pewnych elementéw f, € V

o0 o0
Z f1 jest absolutnie zbiezny, czyli szereg liczbowy Z [|fx]| jest zbiezny.
k=1 k=1

Woéwecezas

V. 3 Dl <e

e>0NeN  _n

Przyjmijmy oznaczenie
n
Sn = Z fk .
k=1

Teraz, dla kazdego m > k > N otrzymujemy

m m o0
1Sm = Sull =11 D Fell < D A< D Il <e
k=n+1 k=n+1 k=N



Stad S, jest ciagiem Cauchy’ego w V. Ostatecznie, zupelno$é¢ V implikuje jego
zbieznosc.
< Zaloézmy, ze ay, jest ciagiem Cauchy’ego w V. Wowczas

VIV llas—all <27

k mg s,I>my

Mozemy oczywiscie zatozy¢, ze myy1 > my. Rozwazmy ciag by okreslony wzo-
rami by = amy, b2 = Qmy — Ay ye - - 06 = Mg — @y, - Stad

l
m, = bi dla k> 1 oraz [[bg]] < 275+
k=1

Szereg > p-, by jest wiec absolutnie zbiezny, czyli z zalozenia jest réwniez zbiez-
ny. Z definicji oznacza to réwniez, iz ciag a,, jest zbiezny. Niech S oznacza jego
granice. Z nieréwnosci trojkata mozemy napisaé

llar, = S| < llax = @my || + llam, — S|

Pierwsze wyrazenie jest dowolnie male z warunku Cauchy’ego, drugie za$ ze
zbieznodci ciagu ayy, - O

Mozemy juz udowodni¢ podstawowe twierdzenie.
Twierdzenie 13. Przestrzen L,(E) jest zupelna dlap > 1.
Dowdd. Niech fj, € LP(F) bedzie ciagiem spelniajacym

o0

>l = M < co.

k=1

Wowezas ciag g, okreslony wzorem
m
gm(x) = Z |fk(x)‘
k=1

jest ograniczony w LP(E), gdyz

m o0
gmlly <3 1 fxlle < D [fll = M < o0
k=1 k=1

Wynika stad oczywiscie réwniez, ze gy, jest skonczone prawie wszedzie dla kazde-
go m € N. Ponadto, dla kazdego z € E ciag |g,,(x)| jest niemalejacym ciagiem
liczb dodatnich, wigc jest zbiezny do pewnego g(z) € (0,00]. W ten sposéb
okreslilismy funkcje g : E — (0, 00]. Z twierdzenia o zbieznosci monotonicznej
dostajemy

lglly = lim_{[lgunll, < M.



Zatem g € LP(E), a w szczegdlnosci g jest skonczona prawie wszedzie. Wprost
z definicji g otrzymujemy, iz
oo

Z | fx(x)| jest zbiezny dla prawie wszystkich x.
k=1

Oczywiscie powyzsze zdanie implikuje zbiezno$¢ szeregu

o0

Z frx(z) dla prawie wszystkich x.
k=1

Okre$lmy funkcje S : E — R wzorem

S = Zzozl fk(x)a Jeéh g(l‘) < 0.
0, jesli g(x) = oo.

Musimy wykazaé, ze S € LP(E) oraz S jest granica szeregu

m

ka(ac) w LP(E).

k=1

Bez trudu uzyskujemy

< gm(2) < g()-

m

> fu(x)
k=1
Przechodzac do granicy dostajemy

> frl@)
k=1

Ostateczcznie, oszacowanie

S(z) = < g(w), a wige [|S]|, < lgllp < oo

p
< 2%g(x)f?

> fulx) - S(x)
k=1

pozwala zastosowaé twierdzenie Lebesgue’a o zbieznosci zmajoryzowanej, a wiec

m

ka—MS’WLp(E) dla m — oo.
k=1

O

Nastepne wazne twierdzenie wigze zbieznos¢ w LP ze zbiezno$cg prawie wsze-
dzie.

Twierdzenie 14. Z kazdego ciggu zbieznego f,, € LP(E) mozna wybraé podcigg
zbiezny prawie wszedzie.



Dowdd. Zalézmy, ze p € (1,00). Ciag f, spelnia warunek Cauchy’ego w LP(E),
wiec mozemy wybraé podciag fi,, taki, ze

Hfmk+1 - fmkH:D < 2_k'

Woéwecezas l
Fri @) = fona (@) D (Frmier () = fimp (2)).
k=1

Ostatni szereg jest zbiezny absolutnie zbiezny w LP(E), wiec jest zbiezny, co
koniczy dowdd. O

Przechodzimy do kolejnego waznego twierdzenia.
Twierdzenie 15 (O postaci funkcjonaléw na LP(E)). Dilap € [1,00) przestrzen
(LP(E))* jest izometrycznie izomorficzna z L9(E) dla ¢ = ;P (% + % = 1).

Dowéd tego twierdzenia jest do$¢ wymagajacy, wiec zanim przejdziemy do
opisu jego schematu zastanéwmy sie jak wymieniony w twierdzeniu izomorfizm
powinien wyglada¢. Ustalmy g € L(E) i rozwazmy funkcjonal liniowy T, :
LP(E) — R okreslony wzorem

Ty (f) =/Efg-

Z nieréwnosci Holdera otrzymujemy z tatwoscia, iz jest to funkcjonal ograniczo-
ny o normie nieprzekraczajacej ||g||q. Co wigcej, wykazemy, ze

| TollcLr - = sup |T(f)| = llglla-
1£1lp<1

Dla p € (1,00) wezmy f = |g|9 'sgng. Woéwczas f € LP(E) oraz ||f||, = ||g]|2 -
Rozwazajac | = llgllq ” f znajdujemy funkcje o normie 1 w LP(E) taka, ze

7,(7) = [ Fo=ligly- lslly * =il

Przedstawimy teraz obiecany schemat dowodu twierdzenia o postaci funkcjona-
l6w na LP(E).

1. Bierzemy dowolny T € (LP(E))*.

2. Dla zbioréw mierzalnych o skonczonej mierze A C FE okreslamy funkcje
A(A) = T(xa)-

3. Sprawdzamy, ze A jest miara (ze znakiem).

4. Dowodzimy, iz jest to miara absolutnie ciagla wzgledem miary Lebesgue’a,
co przy pomocy twierdzenia Radona - Nikodyma daje

T(xa) = MA) = / g= / gxa dla pewnej funkcji f € L'(E).
A E



5. 7 liniowoéci T" wzor

T(f) = / fg jest prawdziwy dla funkcji prostych f.
E

6. Kazda ograniczona funkcja jest jednostajng granicg ciggu funkcji prostych,
wiec powyzszy wzér zachodzi dla f € L (FE).

7. Obliczajac warto$¢ T na ciagu funkcji f,, zdefiniowanym wzorem

fm = sgng - 91" X 191<m}
dowodzimy, ze g € L1(E).

8. Funkcjonaly T oraz T, sa réwne na gestej podprzestrzeni L (E)NL?(E) C
LP(E), wiec sa réwne.

Przechodzimy teraz do wtasnoéci geometrycznych.

Definicja 16. Niech X bedzie przestrzenig unormowang. Powiemy, ze X jest
jednostagnie wypukta, gdy

x
V 3V llzlllyll <L llz—yll>e= =57l <1-0
e>06>0z,yeX

Udowodnimy teraz lemat.

Lemat 17. Niech x,, bedzie ciggiem elementow w przestrzeni jednostajnie wy-
puklej X. Jesli ||xn|| < q dla kazdego n € N oraz zachodzi warunek

lim ||z, + zm|| = 2,
n,Mm— 00

to cigg x, jest ciggiem Cauchy’ego.

Dowdd. Ustalmy e > 01 wezmy d z definicji jednostajnej wypuklosci. Z zalozenia

mamy
Ty + Tm

3 v s

noeNn,m>ng

Teraz definicja jednostajnej wypuklosci daje ||z, — xm|| < €, czyli ciag x, jest
ciagiem Cauchy’ego. O

Jednostajnej wypuktosci dotycza ponizsze dwa wazne twierdzenia.

Twierdzenie 18. Niech X bedzie jednostajnie wypuklq przestrzenig Banacha.
Jesli x,, jest stabo zbiezny do pewnego x oraz

lim [z, [| = [|[],
n—oo

to cigg x, jest zbieiny.



Twierdzenie 19. Przestrzenie LP dla p € (1,00) sq jednostajnie wypukle.
Do dowodu ostatniego twierdzenia potrzebne sa nieréwnosci Clarksona.

Lemat 20. Dla f,g € L? oraz p € [2,00) prawdziwa jest nierdwnosé
1+ gl + (1 = gl < 2P (115 + 1lgll5)-
Dla f,g € LP oraz p € (1,2) prawdziwa jest nierdwnosé
q q P pyg—1 1 1
Lf +glly + 117 = glly < 201715 + llgllp) ,gﬁw5+5=1-
Korzystajac z nieréwnoéci Clarksona udowodnimy teraz jednostajna wypu-

kto§¢ przestrzeni LP. Zalézmy, ze p > 2. Wéwcezas dla ||z||p, [|y|l, < 1 oraz
1f = gllp > € mamy

Hf+g

5 |5 =277IF +ally <2771 + Nlglp) = 11f = gll)

<24~27ifp:17(§y.
2 2

Wystarczy wziaé § = 1 — (1 — (%)p)%. Podobnie, w drugim przypadku (dla
p € (1,2] mozna wzia¢ § =1 — (1 — (%)q)%

Lemat 21. Niech T bedzie ograniczonym funkcjonalem na pewnej przestrzeni
unormowanej X . Zatéimy, ze dla pewnych f,g € X mamy

1 lgll =1, T(g) = [IT]|x~

2.
hm|m+tﬂW—HmW

= G istnieje dla pewnego p > 1
t—0 pt

Wowezas T(f) = ||T|| - G

Dowdéd. Policzmy

o (g + DY~ T _ . (T(g) +tT(f)" ~ T(g)

— p—1

Dalej, ||T||-|lgl| = T(g) oraz ||T||-|lg+tf]| = T(g+tf). Ponownie wykonujemy
rachunek

llg + tf11” = llgll”

T tf)P —T(g)?
TP -G =t 1T > tim TILIRZTOT o) =
t—0+ pt t—0+ pt
T AP — T(q)P LEP — |lglIP
t—0— pt t—0~— pt
Wszedzie musza wige zachodzié réwnosci, co prowadzi do T'(f) = ||T|| - G. O

10



Plan dowodu dualno$ci L? — L9.
1. Dla dowolnego T € (LP)* znalezé ||g||, = 1, T(g) = ||T|.
2. Obliczy¢ granice G
Wezmy ciag gn, € LP, ||gnll, = 1 taki, ze T(gn) — ||T|| # 0 przy n — oo. Teraz

22> ||gn +gm||p > W —nm—oo 2-

Zatem ||gn, + gm|lp — 2 przy n,m — oo, wiec z lematu g, jest ciagiem Cau-

chy’ego, czyli g, — g € L?, ||g||, = 1. Stad oczywiscie T'(g) = ||T||. Do dowodu
drugiej czesci potrzebujemy elementarnego wzoru

d
£|t:0\a + bt|P = pla|P~ bsgna.

Korzystajac z twierdzenia o zbieznosci zmajoryzowanej liczymy

L tfllp — p tflP — |glP
LRSSy R Sy e
t—0 pt t—0 /g pt E

Stad

T(f) = ||T]| / FlglP~seng = Th.(f), gdzie h = ||T| - |g/P~"sgng.

Przechodzimy teraz do pytan filozoficznych. Niech

F(z) = / " fyat.

Kiedy F'(z) = f(z) prawie wszedzie? Dla jakich funkcji rézniczkowalnych pra-
wie wszedzie zachodzi

ﬂm:/wﬁmﬁ.

Wiemy w ogélnosci, ze tak nie jest, o czym $wiadczy znany przyklad - funkcja
Cantora f : [0,1] — [0, 1] majacej wlasnodci f(0) = 0 oraz f(1) =1, f' istnieje
prawie wszedzie oraz f' = 0 dla prawie wszystkich = (tak naprawde f jest
rosnaca na zbiorze Cantora).

Przypomnijmy teraz znany lemat pokryciowy.

Definicja 22. Rodzine B kul w R™ nazywamy pokryciem Vitaliego zbioru E,
jezeli
1. ECcU®s
2.
VY inf{diamB: B € B, x € B} =0

zeE

11



Lemat 23 (Lemat Vitaliego). Niech E bedzie podzbiorem R™ o skoriczonej mie-
rze zewnetrznej i niech B bedzie pokryciem Viatliego zbioru E. Wowczas z B
mozna wybraé przeliczalng rodzine rozlgeznych kul {B;}ien takq, Ze

pr(EN\ U B;) =0 oraz

i=1

| < 00.

i=1

Twierdzenie 24. Kazda f : R — R niemalejgca jest rézniczkowalna prawie
wszedzie oraz

b
V[ f(x)de < f(b) — fla).
a<bJa
Dowdéd. Dla x € R okreslamy gérna i dolna pochodna Diniego

D* f(z) = timsup LEEN 2SI 1y sy — i LT = T@)
h—0% h h—0* h

Oczywiteie D*f(a) > D.of(x). D f(z) > D_f(w). Wykaiemy. 7 Dy f(a) >
D~ f(z) dla prawie wszystkich x oraz D_ f(x) > DT f(z) dla prawie wszystkich
x. Zdefiniujmy zbiér

Al y={x € (~N,N): Dy f(z) < B <a<D*f(z)}

Niech U D ANB taki, ze |U| < (ANﬁ) + e. Wezmy rodzing odcinkéw [a, b] (to
bedzie nasza rodzina B) w U taklch ze f(b) — f(a) < B(b— a). Z definicji, dla
kazdego x € Aaﬁ mamy

lim inf —f(x +h) — f(z)
h—0+ h

< p.

Istnieja krétkie odcinki [z, x + h] takie, ze f(x+h)— f(z) < Sh, wiec rodzina B
jest pokryciem Vltahego zbioru AN . Wybierzmy skonczona rodzing roztacznych
odcinkéw I;, i =1,2,..., K, I, = [a,,bv], f(b) — fla;) < B(b; — a;) taka, ze

(Agﬁ\uf,»)q

Mamy proste oszacowanie

K

K
Z(f(bi) — flai)) < /BZ(bi —a;) < Bl (A7 5) +€l.
i=1

=1

Patrzymy na IiﬂAgﬁ. Odcinki postaci [c, d] zawarte w I; takie, ze f(d)— f(c) >
a(d — ¢) tworza pokrycie Vitaliego I; N Aflvﬂ. Wybieramy teraz Ji,Ja..., Jg,,
J; = [¢;,d;] spelniajace

ki
* N €
1 (IiﬂAaﬂ\l le)<—2i.

J=1
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Ponadto,

ki
>_(F(d) = f(e))) < F(bi) = flas)
Stad,
K K K
(W (AN ) +)B =D (F(be) = fa) =Y > (£(dy) — Z > 1]
i=1 i=1J;CI; i=1 J;=I,

aﬂﬁUI ] (15 (ALY 5) — 2¢] .

7 zalozenia jednak o« > (3, czyli pu* (Ac]:]”@) = 0. Dla dowodu drugiej czesci roz-
waimy f okredlone jako f(z) = f(z) dla x € [a,b] oraz f(z) = f(b) dla z > b.
Rozwazmy ciag gn(z) = n [f(z + 1) — f(2)] > 0. Wéwczas g, — f' punktowo
prawie wszedzie przy n — oco. Dalej, z lematu Fatou

/f /f liminf/b ()dt:liminfn/ab(f(t—i—i)—f(t))dt:

lgggfn[/+lf+/b+f /a+f / ] < limint(7() — £(@) = £) — f(a)

Przechodzimy do funkcji o wahaniu ograniczonym.
Definicja 25. Niechv:a=x9 < z1 < ... <z, = b bedzie podzialem odcinka.
Niech f bedzie funkcjg okreslong na [a,b]. Wprowadzamy oznaczenia

n

pu(f) = Z[f(l’z) - f(%:—l)]Jr

m(f) = Z[f(l“i) — flzi—)]”

i=1

f) = Z |f (i) = f(zi-1)]

po(f) +m(f) =t (f)
pu(f)—ﬁu(f) ( f(a)
Pf(f)—buppu(f)

Ny *Supnu(f)

Tb fsupty(f)

Méwimy, ze f € BV ([a,b]), gdy T°(f) < oo.

13



Mozna sprawdzié, ze TC(f) = P2(f) + N2(f), P’ — N: = f(b) — f(a).
Whiosek 26. f € BV ([a,b]) wtedy i tylko wtedy, gdy f jest réznicqg dwdch

Sfunkcji niemalejgcych.

Dowdd. W jedna strone to jasne, bo f(x) = f(a)+ P¥(f)— NZ(f). Jesli f(z) =
g(x) — h(z) sa niemalejace, to

t(f) = Z |f @)= f (i) < D) g(@i) =g(@imn) [+ |h(:) = h(zi1)| = g(b)—g(a)+h(b)—h(a).

K2

Stad T7(f) < g(b) — g(a) + h(b) — h(a). R

Whiosek 27. Funkcje o wahaniu skoriczonym sq rozniczkowalne prawie wsze-
dzie.

Twierdzenie 28. Niech f € L'([a,b]) oraz

F@ﬂzi/mf@Mt

Wowczas
1. F € C(|a,b]) N BV ([a,b])
2. F' = f prawie wszedzie.

Dowdd. Ciagloé¢ F' wynika z absolutnej ciagtosci catki. Caltkowite wahanie F
tatwo ograniczy¢ przez || f||11(ja,p))- W dalszej czesci potrzebujemy nastepujace-
go faktu:

jesli f € L([a,b]) i dla kazdego x € [a, b] zachodzi

/ " fwydt =o,

to f(x) = 0 prawie wszedzie. Dalej, bez straty ogdlnosci mozemy zalozyé, ze
f > 0na [a, b]. Przyjmijmy na poczatek, iz f jest ograniczona na [a, b]. Okreslmy
ciag
1
fulz) =n(F(z + ) = F(z)).

Wéwezas f,, jest ograniczonym ciagiem na [a, b] oraz f, — F’ prawie wszedzie.
Zatem z twierdzenia o zbieznosci ograniczonej

v/ CF:[&ﬁh:ﬁﬁL}Ff@—H@:[f

c€la,b) Ja

Stad

\[v/ ) (F' — f) = 0= F' = g prawie wszedzie.
c€la,b) Ja

14



Dla f nieograniczonej okreslamy f,, = min(f,n). Wéwezas

Guo) = [ (£~ £

jest niemalejaca, wiec rézniczkowalna prawie wszedzie, G, (x) > 0

=g [ s0d= 1 [prg [ f=cwr /fn/dx/ o= fule

Stad F'(z) > f(x) dla prawie wszystkich x. Zatem

ce[va,b)/aCFl 2 /:f:F(C) — F(a).

Jednakze, f > 0, czyli F jest niemalejaca, a stad

/:F’<F :>/ )—F(a)—/acf(t)dt

Zatem

Y / (F' — f) =0= F' = f prawie wszedzie w [a, ].
b)Ja

c€la,

Definicja 29. Powiemy, ze f € AC([a,b]), jesli

EIZII|<5=>Z|fyz flzi)l <e,

5>0 6>0
gdzie I; = {[zs, y:] iy .

Uwaga 30. Jesli f € L([a,b]), to

/1- F(t)dt € AC.

Cwiczenie 31. 1. Jesli f € AC, to f € BV.
2. Czy jesli f € C([a,b]) N BV ([a,b]), to f € AC([a,b])?.

Twierdzenie 32 (Charakteryzacja funkcji absolutnie ciagtych). F' € AC([a,b])
wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje f € L'(|a,b]) takie, ze

4 / o
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Dowdd. Bedziemy potrzebowaé nastepujacego faktu: jesli f € AC([a,b]) oraz
f! = 0 prawie wszedzie, to f jest stala.

= Niech F' € AC. Wéwczas z éwiczenia F' € BV, czyli istniejg Iy, Fp - funkcje
niemalejace takie, ze F' = Fy — Fy. Mamy |F'(x)| < |F{(z)| + |F5(x)|. Zatem

/b F'(2)| < /bF{ —|—/ng < Fy\(b) — Fi(a) + Fo(b) — Fy(a) < .

Stad F' € L'([a,b]), dalej

G(z)= [ F'(tydt e AC,

a

wiec F—G € AC. Dostajemy (F—G)" = 0 prawie wszedzie. Z faktu otrzymujemy
F — G jest stale. Stad F(a) — G(a) = F(a), bo G(a) =0, czyli

F(z) = G(z) + F(a) :/zF'(t)dt—i-F(a).

O

W przyszloéci bedziemy uzywaé takze klasy ACL,(R™) funkcji z LP(R"™),
ktore ograniczone do prawie wszystkich prostych réwnoleglych do osi sa abso-
lutnie ciagle.

Przechodzimy do teorii dystrybucji. Wprowadzimy najpierw klase funkcji testu-

jacych.
Definicja 33. Niech K CC R". Okreslmy
Dk ={f € C(R") : suppf C K}.
Okreslamy klase funkcji testujgcych jako
D)= |J D«
KCcQ

W rzeczywisto$ci zawsze mozna wzigé przeliczalny cigg wstepujgcy zbiorow zwar-
tych wypelniajgcy 2.
Bedziemy sie staraé¢ okresli¢ topologie na D(Q2). Okreslamy zbieznosé ciagéw
w DK
m — ¢ W Di, gdy VD% = D%p.
(03

Mozemy okresli¢ metryke w Dy za pomoca wzoru

o0

& W-glly
W) =2 g

gdzie
[1£ll = sup{[ D*f] : || < N}
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W ten sposob dostajemy przestrzen Frecheta.

Przechodzimy teraz do przypadku ogdlnego. MoglibysSmy okresli¢ topologie na
D(Q) tak samo jak na Dk biorac wstepujaca rodzing zbioréw zwartych, ktére
wypelniaja ). Niestety, otrzymana przestrzen z analogicznie zadana metryka
nie bedzie zupelna.

Inny pomyst jest taki: wzia¢ najsilniejsza topologie na D(2) taka, ze wloze-
nia Dk, — D(Q) sa ciagle. Przyda nam sie jednak réwniez bezposredni opis
zbieznosci ciagu w D(€2).

Definicja 34. Powiemy, zZe cigg om € D(Q) jest zbiezny do ¢ € D(Q) wtedy i
tylko wtedy, gdy zachodzg nastepujgce dwa warunki

1.

4 Vsuppy, C K
KccQm

2. om — ¢ w Dg.

Ta topologia nie jest metryzowalna, ale jest zupelna.
Przechodzimy do pojecia dystrybucji

Definicja 35. Dystrybucjg na Q nazywamy ciggly funkcjonal na D(QY). Prze-
strzen dystrybucji bedziemy oznaczaé przez D'(Q). Powiemy, ze S — S w
D'(Q), gdy
YV <Ske>=<Sp>
peD()

Twierdzenie 36. Funkcjonal liniowy na D(Q) jest dystrybucje wtedy i tylko
wtedy, gdy

vV d d VY [<Se>|<Clelln.
KCCQ NeNu{0} C>0 9€Dk
Cwiczenie 37. ZnaleZé funkcjonal liniowy na D(Q), ktory nie jest dystrybucjq.

Definicja 38. Jesli istnieje N wspdlne dla wszystkich K w powyiszej defini-
cji, to nazywamy je rzedem dystrybucji. W przeciwnym wypadku mowimy, Ze
dystrybucja ma rzqd nieskoriczony.

Czas na kilka przyktadow.

1. Jedli f € L} (R™), to mamy dystrybucje regularna T

< Tf,gD >= f(p.
]Rn

2. Dlaz € Q < d,,p >= ().

3. Dla p dowolnej miary Radona mozemy zdefiniowa¢ dystrybucje 7,

<Ty,p>= / pd.
Q
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4. < 8,0 >=—¢'(x).

5. Dla dowolnego ciagu (xy), ktéry nie ma punktéw skupienia w Q mozemy
okresli¢

<T,p>=> o(k)(x).
k

Przechodzimy do operacji na dystrybucjach.

Definicja 39. Jesli f : Q — R jest gladka oraz T € D'(Q), to okreslamy iloczyn
Sfunkcji f i dystrybucji T jako dystrybucje T f zadang wzorem

<Tf,o>=<T, fo> dlaype D).

Sprébujmy dla przykladu znalezé rozwiazania réwnania - T = 0 (T €
D'(R)). Zaczniemy w tym celu od lematu.

Lemat 40. Ustalmy v € D(R), ¥(0) = 1. Wowczas dla kazdego ¢ € D(R)
istnieje € D(R) taka, ze

YV o(x) = p(0)¢(z) + 2p(x).

Tz€R
Dowdd. Wezmy a(x) = ¢(x) — p(0)1)(x). Oczywiscie a € D(R) oraz «(0) = 0.

Napiszmy wzér Taylora z reszta w postaci catki

a(r) = a(0) + za/(0) + /O”” #(aj —t)dt = za/(0) + x/o @(1 —8)ds =

= z[a’(0) + g/o o (sx)(1 — s)dz] = zp(x).

Wéwezas ¢ spelnia teze, wiec ma takze zwarty nosnik (gladkosé jest jasna). O

Powréémy do naszego réwnania. Dla ustalonego ¢ z lematu przyjmijmy
C =< T,v >. Dla dowolnego ¢ € D(R) mamy

<T,p>=<T,0(0)p+z¢ >=(0) < T, >+ < T,zp >= Cp(0) =< Cdy,p > .

Zatem T = Cdy. Zajmijmy sie teraz problemem ogdlnym sformulowanym przez
Laurenta Schwartza z 1951 roku.

Czy dla ustalonego wielomianu P i T € D'(R"™) istnieje S € D'(R™) takie, ze
T = PS. OdpowiedZ jest pozytywna i pochodzi od Lojasiewicza (nawet dla
dowolnych P - funkcji analitycznych) oraz niezaleznie Hormandera.

Kolejna wazna operacja na dystrybucjach jest rézniczkowanie.

Definicja 41. Dia ustalonego wielowskaznika o wprowadzamy pochodng DT
dystrybucji T' jako dystrybucje

< DT, p >= (-1)I* < T, D% > dia ¢ € D(R).

18



Widzimy tatwo, ze odpowiada to catkowaniu przez czesci dla dystrybucji
regularnych.
Typowym przyktadem jest rézniczkowanie funkcji Heaviside'a, czyli H(x) = 0
dla z < 0 oraz H(z) = 1 dla x > 0. Wéwczas H'(x) = 60. Ponadto, zachodzi
dobrze znana reguta Leibnitza

D(f-T)=D'f-T+ f-D'T dla f € C®(R").

Okreslamy réwniez operator przesunigcia 73, : D(R™) — D(R™) wzorem 7, f (x) =
f(z — h). Mamy réwniez wzdr

< 7T, >=<T,7_pp > dla ¢ € D(R").

Czas na splot. Oznaczmy 4(x) = u(—z). Przez analogie ze splotem dwéch funkcji
okreslamy splot T' € D'(R") z ¢ € D(R"™) wzorem

Txp(x)=<T,A\gp >=< A_,;T,9>.
Zachodza intuicyjne wlasnosci splotu dla T' € D'(R™) i ¢ € D(R"™)
1. Txp e C®R").
2. D¥(T %) = (D*T * @) =T *x D%p.
3. (T @) =T @ =T *x Apop.
4. Dla v € D(R™) mamy T * (@ *x 1) = (T * ) x 1.

Zmierzamy do wygladzania. Wprowadzmy dla ¢ € D(R™), ¢ > 0 o calce réwnej
1 oznaczanie ¢, (z) = m™p(mz) (calka pozostaje 1). Czas na prosty fakt.

Fakt 42. Dla f € C(R™) oraz f * o, = f dla kaZdego zwartego K C R™.

Niech teraz f € D(R™). Sprawdzimy, ze zachodzi f * ¢,, — f w D(R"™).
Widzimy latwo, iz ciag f * ¢, ma nosnik zawarty w pewnym zbiorze zwartym

K cC R™, bo
supp(f # @m) C supp(f * ¢) C suppf + suppp.
Ponadto, z faktu
D(f x pm) = D f x p,, = D*f dla zbioréw zwartych.

Mozemy udowodnié twierdzenie.
Twierdzenie 43. Zbidr {Ty : f € C™(R")} jest gesty w D'(R™).
Dowdd. Wezmy T € D'(R™) oraz ¢ € D(R"™). Wowczas

ST, >=< T, ( psj >= (T#psi)(0) = lim (T psi) % yu(0)

= lim T (% 9)(0) = lim (T ) % 6(0) =

m—0o0

= lim < TT*SOm’ w > .
m—00
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Prosty przyklad rézniczkowania pokazuje < &), >= —¢’(0). Mozna sie
zastanowié, jak wyglada ciag funkcji gladkich zbieznych do 4j. Wprowadzmy
definicje.

Definicja 44. Powiemy, ze T € D'(Q) znika na zbiorze otwartym V C Q, gdy
< T, >=0 dla kazdego ¢ takiego, ze suppp C V. Okreslamy nosnik dystrybucji
T za pomocg formuly

suppT = ﬂ{Q \V: T znika na V}.

Wypada podaé¢ dwa klasyczne ¢wiczenia.

Cwiczenie 45. Udowodnié, ze jesli A : D(R™) — C=(R™) jest takie, Ze dla
dowolnego o mamy D*A = AD®, to istnieje T € D'(R™) spelniajgce

Ap =T ¢ dla ¢ € D(R").
Cwiczenie 46. Zaldzmy, ze T ma zwarty nosnik. Sprawdzié, iz wéwczas dla
kazdego ¢ € D'(Q) T % ¢ ma zwarty nosnik.
W mysél tego éwiczenia mozemy podaé definicje splotu dystrybucji.

Definicja 47. Jesli jedna z dystrybucyi S, T ma zwarty nosnik to okreslamy ich
splot wzorem
<S*T,p>=< S, Tx*xyp> dlap e D).

Latwo sprawdzié, ze dla S € D’ zachodzi S * 6 = S. Nareszcie mozemy
zdefiniowaé przestrzenie Sobolewa.

Definicja 48. Przestrzern Sobolewa WP (Q) to zbior wszystkich dystrybucji f €

L}, (), ktérych wszystkie pochodne do rzedu k sq funkcjami z LP(Q).
Oczywiscie, w powyzszej definicji utozsamiamy dystrybucje regularne z funk-

cjami.

Fakt 49. Rozwigzanie fundamentalne T' réwnania AFT = §y jest postaci

I(z) = cop(—1)F|2/** ™ dlak e N, n € 2N+1 lub dla k < < in € 2N

I(z) = cpp(=1)" Ha/** " In|z| dla k < =, n € 2N.

oINS

Twierdzenie 50. Niech T € D'(Q) bedzie takie, ze dla kazdego o spelniajgcego
la| = k mamy DT € LP(Q). Wowczas T € LV (Q).

loc

Dowdd. Wezmy ¢ € D(Q2) o wlasnosci ¢ == 1 oraz n € D(R) spelnia 7 = 1 na
pewnym otoczeniu zera (rysunek: jest duza Q, w sSrodku mniejsze V' i najmniejsze
pewne otoczenie zera), suppn C B(0, ). Przyjmijmy S = ¢ - T Mamy

AT = Z D*DAT.
|a|=k
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A takze DT € Llloc dla |a| < k. Prostym rachunkiem sprawdzimy, iz
AF(D) = ¢+ 60 £ € D(Q).

Zatem
Sx AF(T) =S % (E+00) =S*E+S.

7 drugiej strony,
S« AFmT) = 8% Y D*D*(l) = > caD*S = D*(nL).
|a|=k la|=k

Stad w V zachodzi D*S = D*(¢T) = ¢D*T. Zas$ na pewnym otoczeniu zera
mamy
D*(nl') « D*S = D*(ql') x ¢ DT € Lp(U)

Wprowadzimy jeszcze definicje
BLFP(Q) ={f € Li,.(Q) : D*f € L? dla |a| = k}.
oraz W*P(Q) = BLF?(Q) N LP(1).
Definicja 51. Wprowadzane przestrzenie rozpatrujemy z ponizszymi normami
lullwee = Y [1D7ul|Ls
|BI<k

lullyprn = llullze + Y [1D%ullLr
la|=k

llullgrer = Z [|D%ul|Lr tu dzielimy przestrzen przez wielomiany.
la|=k

Omoéwimy teraz przedstawienie catkowe funkcji z przestrzeni Sobolewa.

Twierdzenie 52. Dia kazdego u € C§°(R™) zachodzi

L/ <Vu(y),x—y>

nw, |z — y|"

u(z) = dy,

gdzie w, to miara kuli jednostkowej w R™.

Dowéd. Ustalmy s € S*~1(0,1). Wéwcezas

oo d o0
u(x) = —/ —u(x +ts)dt = —/ < Vu(z +ts),s > dt =
0 0

dt
—%/ /W<Vu(x+ts),s>dtds:— ! /Oo/ <Vu(m_|__t8)’8>t”*1dsdt:
|57 Jsn-1 Jo NwWn Jo Jgn-1 tn=t
1 / < Vu(y), z=y Ty L[ <Vuly)o—y>
Wn Jre |z —y[mt Wn Jre |z —y|” .
O
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Whniosek 53. Zachodzi nieréwnosé

)l < — [ Vulo)l_,,
Hom Jue eI

Po prawej stronie widzimy operator Riesza

@ = [

x =y

Twierdzenie 54. Istnieje stala C = C(n) taka, Ze dla kazdej kuli B C R™ ¢
u € WHP(B) mamy

Vuly)l

) —up| < Co) [ BT

dy prawie wszedzie w B,

gdzie up oznacza calke $rednig

1
up = — | u(y)dy.
b= 157 [ uway

Dowdd. Zalézmy, ze uw € C*°(B) i ustalmy x € B. Dla y € B, y # x mozemy
napisaé
y—x

=z +t\ dla pewnego A € S"L.
ly — |

y=x+t

Niech §(\) = max{t > 0: x + t\ € B}. Teraz mamy

ly—=] ly—z|
u(z) —uly) = / diu(x + s\)ds = / < Vu(z + sA), A > ds.
0 S 0

Zatem
SN
lu(z) — u(y)] < /O‘y*z||Vu(x + s\)|ds < / |Vu(z + sA)|ds.
0

Mozemy juz teraz szacowaé potrzebne wyrazenie

() —up] = !

To koniczy dowdd dla funkeji gladkich. O
Aby zakonczyé dowdéd w przypadku ogélnym potrzebny jest ponizszy fakt.

Fakt 55. Funkcje C*(Q) sq geste w WHP(Q) (takze w BLYP(Y)) dla kaidego
otwartego zbioru §2.
Teraz wezmy u € WHP(B). Wéwcezas u € LY (B) oraz Vu € L*(B). Zalézmy,
ze
lim uy = u w WHP(B), gdzie u, € C°(B).

k—o0
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Z definicji up — u oraz Vuy — Vu w L'. Ponadto, (ux)p — up, co daje
ur—(ug)p — u—up w L*. Wybierajac podciag zbiezny prawie wszedzie mozemy
zaktadaé, ze ux — (ux)p — u — up prawie wszedzie w B. Zdefiniujmy lokalny

operator Riesza wzorem
12 / Mdy.
Qlz -yl

Widzimy, ze prawa strona wynosi C(n)IZ(|Vul)(x). Sprawdzimy, ze operator
IP jest ciagly w L*(B).
9(y)
IPg|| :/ / — = —dy
I gllL (B) 5 l/g o —yln 1

l9(y)] / / dx N
——" _—dzdy < gy T _dy < CMm)|BIF||gl|pi m-
/B/B |z —y|n—! B| )] R —T— (n)|B[™[|gl| L1 (m)

Korzystajac z tego faktu tatwo dowodzimy teze (ciagi zbiezne przechodza na
zbiezne 1 na wybieramy jeszcze podciag zbiezny prawie wszedzie).

dzx

N

Cwiczenie 56. Niech Q bedzie zbiorem ograniczonym, otwartym i wypuklym
oraz S C Q jest mierzalny i |S| > 0. Wéwczas dla kaidego f € WhP(Q),
1< p<oo. Wowczas

u(z) —us| <

(diamg)™ / [Vu(y)|
Q

nlS| o =yl

Definicja 57. Zbior Q jest gwiaZdzisty wzgledem x € Q, jesli dla kazdy pro-
mien wychodzgcy z x przecina 02 w dokladnie jednym punkcie. Podobnie, €2
jest gwiazdzisty wzgledem podzbioru E C Q wtedy i tylko wtedy, Q jest gwiaZdzi-
sty wzgledem dowolnego x € E.

Cwiczenie 58. Udowodnié, ze jesli Q) jest qwiaZdzisty wzgledem B C §Q, to dla
kazdego uw € W'P(Q), 1 < p < oo zachodzi

(diamQ)”/ [Vu(y)]
|B Qlz—y[nt

Whiosek 59 (Nieréwnos$¢ Poincare dla kuli). Dla kazdego B = B(xzg,r) i u €
WtP(B), 1 < p < oo zachodzi

(fi i — uB|p>; < Cln,p)r (7{9 |w|p>; .

Dowdd. 7 wczesniejszych wynikéw mamy

u(z) = up| < C()IF(|Vul)(2).

|u(2) — up|| < C(n)

Calkujemy i szacujac operator Riesza z nieréwnodci || I (g) |5 < C(n,p)|B] =gl b
otrzymujemy

f; () — upl? < CP ;{3 IB(IVul)(@)? < C(n,p)|B|% j{g IVl

co konczy dowéd (trzeba spierwiastkowaé i zamienié stala). O
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Jeszcze dwa stowa o ogblniejszych wersjach nieréwnosci Poincare.

Twierdzenie 60. Niech Q2 bedzie otwarte, ograniczone, wypukle, Srodkowosy-
metryczne. Wowczas dla v € WHP(Q) i 1 < p < oo i mierzalnego podzbioru
S cQ,|S| >0 zachodzi

/|u—us|p " (diam®)? /|V P
0 \5|

Inna wersja nieréwnosci Poincare.

Twierdzenie 61. Niech Q) bedzie zbiorem ograniczonym, otwartym i wypuklym,
srodokowosymetrycznym.

Zatézmy, ze u € WHP(Q), 1 < p < co. Wéwezas dla kazdego mierzalnego
S C Q, |S] > 0 zachodzi

g onp 2
= {0y < 27 om P (Gl

Dowdd. Wystarczy to udowodnié dla €2 sSrodkowosymetrycznej wzgledem srodka
iue C™(Q). Mamy

1
u(z) —u(y) = / < Vuly+txz—y)),x—y > dt.
0
Bierzemy calke srednig po S wzgledem y.

1
lu(z) —ug| = < Vuly+tlz—y)),x—y>dt| <

1 1
< diamQ][ / [Vu(y + t(z —y))|dt = diamQ/ % [Vu(y + t(z — y))dydt.
sJo 0o Js
Zatem L
lu(z) — usl? < (diam®)? / j{ Vuly + t(z — y))Pdydt.
0o Js
Calkujemy = po 2.

1 !
/ lu(z) — ug|Pdr < (diamQ)P — / / [Vu(y + t(z — y))|Pdadydt.
Q |S‘ 0 JaxSs

Robimy zamiane zmiennych (z,y) — (£, () z ustalonym ¢, £ =y +t(zx —y) € Q,
C=y—x € Q—Q = 2Q, dedy = d€d(. Stad ostatnie wyrazenie mozemy

oszacowal przez
p 129 / /
(diam§2)? [Vu(§)|dE,
IEl

co konczy dowdd. O

24



Teraz jest patologiczny przyklad Nikodyma podany w ksiazce Mazii (kiedy$
chyba byl nawet na okladce). Dalej jest przyktad z grzybkami pochodzacy od
Magzii.

Definicja 62. Powiemy, ze ) spelnia warunek stozka wewnetrznego, jesli ist-
niejg o, B > 0 takie, Ze

Cop={(1,...,2n) ER" 123 + ... +22_| < P22, 0< x, <al.

taki, ze kazdy punkt x € Q jest wierzcholkiem pewnego stozka C, izometrycznego
do Cqy g zawartego wraz z domknieciem w €.

Twierdzenie 63. Formuta reprezentujgca, nieréwno$¢ Poincarego, a wiec BL =
W =W zachodzg na zbiorach spetniajgcych warunek stozka wewnetrznego.

Dowdd powyzszego opiera si¢ na nastepujacym fakcie.

Twierdzenie 64. Jesli  ma wlasnosé stozka, to mozna je przedstawi¢ w po-
stact skonczonej sumy zbiorow gwiaZdzistych wzgledem kul.

Dowdéd. Po pierwsze, zachodzi

0= Ucw.

e

Kazde C, jest zbiorem gwiazdzistym wzgledem kuli B, = B(o(z), R). Niech
C, bedzie jednym ze stozkéw. WeZmy wszystkie stozki Cy takie, ze |o(y) —
o(z)] < g i niech Q; bedzie suma tych stozkéw (zauwazamy, ze wszystkie B,
i kula B, zawieraja B; = (o(z),%)). Bez trudu widzimy takze, ze Qi jest
zbiorem gwiazdzistym wzgledem B;. W kolejnym kroku bierzemy z ¢ Q; takie,
ze |o(z) — o(z)| > &. Konstruujemy € tak jak wczesniej, ktére wyjdzie nam
gwiazdziste wzgledem By = B(o(z), %) Kule B; maja réwny promien i majg
srodki odlegle o co najmniej %, czyli moze by¢ ich tylko skonczenie wiele, a stad
konstrukcja jest skonczona. O

Potrzebujemy kilku faktéw ogdlnych.

Fakt 65. Z kaZdego ciggu w refleksywnej przestrzeni unormowanej X mozemy
wybraé podciqg stabo zbiezny.

Fakt 66. Domkniete podprzestrzenie przestrzeni refleksywnej sq refleksywne.
Whniosek 67. Przestrzern WHP(Q) jest refleksywna dla 1 < p < oo.

Dowdd. To jest jasne, bo WHP(Q) < LP(Q,R x R™), u + (u, Vu) i obraz jest
domkniety. O

Przechodzimy do charakteryzacji przestrzeni Sobolewa w terminach ilorazéw
réznicowych.

25



Twierdzenie 68. Niech 1 < p < oo. Wéwczas u € WHP(R™) wtedy i tylko
wtedy, gdy

1. uw e LP(R™).

2.

|U(' +h) —u()
h

|Lp(R7l) < C
C>0 heR"\{0}

Dowdd. Dowodzimy implikacje 1 = 2. Wezmy u € C*°(R"™). Wowczas
1
(@ + h) — ulz) = / < Vau(z+th),h > dt.
0
Stad

1 P
/ < Vu(z +th),h > dt| dx
0

/ lu(z + h) — u(x)|Pde < /
1 1
< / / [Vu(z + th)|P|h|Pdt = |h|p/ / |Vu(z + th)|Pdedz = |h|P||Vull},.
R JO 0 Rn

Zatem

|U(~ +h) —u()
h

dla wszystkich u € C*°(R"), wiec z gestosci otrzymujemy teze.

Czas na implikacje 2 = 1. Przyjmy hj = spe;, gdzie sy — 0. Z zalozenia mamy

|L» < ||Vul|Le

u(- + sge;) — u(-)
Sk

b < C.

Istnieje podciag (oznaczamy tak samo) s — 0 taki, ze

u(- + sgei) —u()
Sk

—vel’.

Wezmy ¢ € C5°(R™). Wowcezas

R . uls+ sge;) — ul-
/ vp = §(v) = lim & L+ sier ())
n —00 Sk
= lim / @ + skei) = u(x)go(m)dx = lim u(x) iz — snei) — o(x) dx
k—oo n Sk k—oo JRrn Sk
— = u(x)dy, p(x)dx.
Rn
O

Cwiczenie 69. Udowodnié, ze dla u € WLP(R™) ilorazy réinicowe zbiegajqg w
LP.
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Przymierzamy sie teraz do twierdzen o wlozeniu. Zaczniemy od przypo-
mnienia lematu pokryciowego Vitaliego.

Lemat 70 (Vitali). Niech

QcC U B;, gdzie B; sq kulami.
i=1

Wowczas istniejq i1, ..., i takie, zZe kule B, , ..., B;, sq rozlgczne i

Dowdéd. Niech B;, bedzie najwieksza z kul By, ..., B,,. Dalej, niech B;, bedzie
najwieksza z pozostalych kul, ktore sa roztaczne z B;,. Kontynuujac ten pro-
sce dostajemy ciag kul B;,,..., B;,. Dowolna kula B € {By,..., B} zostala
wybrana, badZ przecina pewna kule z {B;,,..., B;, }. Niech B;, bedzie kula o
najmniejszym indeksie taka, ze BN B;, # (). Niech r bedzie promieniem kuli B,
zas R - promieniem kuli B;,. Z wyboru kuli B;, wynika, ze r < R. Wezmy teraz
y z brzegu kuli B i oznaczmy przez x §rodek kuli B;,. Otrzymujemy z latwoscia

|z —y| < R+2r < 3R, astad B C 3B;,.

Ostatnie zawieranie konczy dowdd, gdyz

m k
Qc|JBiclsB,.
i=1 j=1

Whprowadzimy teraz kluczowy dla dalszych rozwaza obiekt.

Definicja 71. Niech f € L}, (R™). Okreslamy funkcje maksymalng Hardy’ego
- Littlewooda wzorem

Mf(x) = supB%}{ |f|, gdzie supremum jest brane po wszystkich kulach zawierajgcych .
B
Podstawowe wlasnosci funkcji maksymalnej sa zebrane w ponizszym styn-
nym twierdzeniu.

Twierdzenie 72 (Hardy,Littlewood,Wiener). Funkcja maksymalna ma naste-
pujgce wiasnoci

1. Jesli f € LP(R™), 1 < p < oo, to M f(z) < oo dla prawie wszystkich
z e R™.

2. Jeslif € LP(R™), 1 < p < oo, to M f € LP(R™) oraz || M f||, < C(n,p)||flp-
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3. Jesli f € LY(R™), to

o e R M f(@) > 1) < 2L

Dowdd. Punkt 1 wynika oczywiscie z pozostalych, zacznijmy wiec od dowodu
punktu 3. Niech z € {Mf > t}. Z definicji funkcji maksymalnej istnieje kula
B, > x taka, ze

. 1 1
§ 11>t et Bl < 7 [ 101 < Sl
B, B

WeZmy teraz dowolny zbiér zwarty K C {Mf > t}. Pokrywamy go kulami
B, spelniajacymi ostatnia nieréwnosé. Korzystajac ze zwartosci K wybieramy
skoniczone podpokrycie i w oparciu o lemat Vitaliego dostajemy rozltaczna ro-
dzine kul By, Bo, ..., B, takich, ze

" 1
K C USBi oraz |B;| < z/ |f]-
B

i=1 i
Wykonujemy prosty rachunek
- S 3" 3"||f\|1
K< 3Bl <8318 < t/U@ [Flieg

7 regularnosci miary Lebesgue’a konczymy dowod

3" f 1]
HMf >t} = SupKC{Mf>t}|K| < —

Czesé 2 twierdzenia wywnioskujemy z punktu 3. W tym celu wezmy f € LP(R"™),
1 < p < oo irozlézmy ja na sume f = f*+ f, gdzie f' = f - x|f>¢ oraz
Jt = [ - X|f|<¢- Funkcja maksymalna jest operatorem podliniowym, wigc

Mf<Mfi+Mf, < Mff+t.

Przygladamy si¢ x € R™ takim, ze M f(x) > t. Wtedy
t t
t< Mf(z) <Mf§(a:)—|—§.

Zatem nieréwnoéc M f(z) > t implikuje M f3 (z) > L. Prowadzi to do zawiera-
nia zbioréw .
{Mf>tyc{Mfz > 5}

Teraz liczymy korzystajac z udowodnionego wczesniej punktu 3 naszego twier-
dzenia.

o7 > o< st > B < EE0r =25 [ g
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Korzystajac ze znanego wzoru dla funkcji g > 0

/ gpzp/ 21 |{g > £} dt
n 0

R % 9.3n
HMfo;:p/ ” 1|{Mf>t}|dt<p/ :
0 0

uzyskujemy

/ |f(x)|X(x,t);|f(m)‘>%(£C,t)dmdt =
If1>%

S 2|f(x)]
p-2-3" / / (@) oyt oy (@ )dadt = p-2 - 3° / (@) / P~2dtd =
0 Rn 0

2> f ()P

S dr = C(np)| ]l

—p-2:3" [ |l

O
Wprowadzimy teraz potencjaly Riesza.

Definicja 73. Dia a € (0,n) okreslamy operator calkowania ulamkowego (po-
tencjal Riesza) I, wzorem

18w = s [ Je=sl " fwdy, gisie (0) = 27

Uwaga 74. Operatory Riesza spelniajq nastepujgce tozsamosci (dla odpowienio
dobranych funkcji f).

1. Ia_;,_b = Ia o Ib.
2. AIaf) = 1a(Af) = —Laaf.

W szczegélnosci, Iy = (—A\)~L. Mozemy takze napisaé ogdlnie I, = (—/\)

a
2 .
Podstawowe wlasnosci pontecjaléw Riesza opisuje ponizsze twierdzenie.

Twierdzenie 75 (Hardy’ego - Littlewooda - Sobolewa o catkowaniu utamko-

wym). Niech a € (0,n), 1 <p < g < oo, % = % — . Wéwczas

1. Dlap > 14 f e LP(R™) zachodzi I, f € LY(R™). Co wiecej operator I, jest
ciggly z LP(R™) do LY(R™) i zachodzi nierdwnosé || 1o f||q < C(a,n, p)||fllp-

2. Dlap =1 oraz f € L'(R™) zachodzi nastepujace oszacowanie (staby typ

(1, 223))

c<a,n>|f||1>n"¢
t

(Lf > 1)] < (

Dowdd. Wystarczy udowodnié¢ twierdzenie dla f € C§°(R™). Mozemy napisaé

L f(z)] < / lo—y|*|f (9)\dy = / jo—al" £ (y)ldy+ / lo—y|" £ (4)|dy = S1+ 5.
Rn B(z,e) R™\B(w,e)
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Rozwazmy zbiory Ay, = {y : |v —y| € [&, 55|}, Br = B(z, 5= ). Bez trudu
dostrzegamy, ze dla x € A prawda jest, iz

nk

€ . - _ —
a wiec |z — y| "zg—nz|Ak| Y~ Bt

|$_y|227ka

Korzystajac z tych obserwacji piszemy oszacowania

si- [ el <3 () 18 /| 1Sy <

Mi@) 3 (£) <=M fa),

k=1
Tym razem zastosujemy nieréwno$¢ Holdera

o : -
a—n\ 3= . nwn\p — ! ! a—y
N e el I BN B e e [
R\ B(z,¢) R\ B(z,¢) n —ap

gdzie ostatnia nieréwnosé¢ sprawdzamy bezposrednim rachunkiem. Zbieraj¢ obie
nieréwnoéci dostajemy

L f(@)| < Cln,p,a) [e*Mf() + =77 f]],]

Bierzemy teraz

otrzymujac

[Lf @) < Clan,p)|FIly" MF()'~%.

Korzystajac teraz z ograniczonosci funckji maksymalnej w LP(R™) dostajemy
teze. U

Mozemy juz sformutowaé i udowodnié nieréwnosé Sobolewa.

Twierdzenie 76 (Nier6wnosé¢ Sobolewa). Niech 1 < p < ¢ < 00, % =

3le

1
p
Wéwezas dla u € WP zachodzi nieréwnosé

1 1
(?{ |u(x)uB|qd:c) <C~T(% Vu|p> .
B B
Podobna nieréuwnosé zachodzi dla dowolnych obszarow z wlasnosciq stozka.

Dowdéd. Piszemy

|Vu(y)

u(z) —ug| < C(n _
uw) —up| < O) [ T

dy = c(n) L (|Vulxs)(x)
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dla prawie wszystkich x € B. Z twierdzenia Hardy’ego - Littlewooda - Sobolewa
mamy jednak

111 ([VulxB)||Ls@ny < C|IVuxsllrr@n) = ClIVul|Lr(B),
co konczy dowad. O

Czas na twierdzenie Sobolewa w przypadku p = 1.

Twierdzenie 77. Niech f € W(Q). Wéwczas

171

1
LT () < Vil + @HfHLl(Q)
£ 1 2o 0.1y < 11/ 2rqo.an + £z oy

Dowdd. Mozna zalozyé, ze f € C*(Q). Ponadto wystarczy udowodnié¢ nierdw-
noé¢ dla @ = [0,1]". Istotnie, niech A : [0,1]" — @, A(x) = Az + z¢ oraz
f:Q — R. Wowczas tatwo sprawdzié, iz dowod bedzie zakonczony, gdy wyko-
namy go dla g(x) = f(Az), g : [0,1]" — R. Gléwna cze$¢ dowodu polega na
indukcji po n. Niech n = 1. Z twierdzenia o warto$ci Sredniej dla calek mamy

3 1) = f Ol = [fllzs o

y€(0,1) [0,1]
Ponadto,

v f) = / Fs)ds + f(u).

t€[0,1]

Zatem

1
£ ()] </0 [F'(9)lds + £ )| = 1|2 o, + 1122 ro.11)-

Zakladamy teraz, iz dla Q = [0,1]"~! i gtadkich funkcji h : Q — R mamy

hl| »n-
1Al omy

szt 5, < Mlla ) + 119011,

@
W kroku indukeyjnym niech (£,y) € Q = [0,1] x Q. Wtedy

of

VY i< [ (G| [l

yeate[o,l]

Podobnie,

/~|f<t,y>|dy< / V£ (r, y)drdy + / . w)ldrdy = IV fllzs o) + 1]z @)
Q Q Q (1)
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Korzystajac z nieréwnosci Holdera otrzymamy

t, ﬁd =

/§|f< y)| 7T dy /af
w1 = _ 14

</ﬁc§|f|> </§|f|n ) *Hf(t")HLl@'Hf(t")”L%@)'

7 réwnania 1 i zalozenia indukcyjnego ostatni iloczyn jest mniejszy réwny od

= |fldy <

U911z + 1Al @) =T UM gy + IV

Calkujemy po t od 0 do 1. Stad

I

ZTL(Q) < IVl + 1) ™ (1Nl + IV Flli@) ™

co konczy dowad. O

Cwiczenie 78. Wywnioskowaé z ostatniego twierdzenia nieréwnosé Sobolewa
dla f € WHR™).

Definicja 79. Mowimy, ze Q C R™ nie ma zewnetrzych ostrzy, gdy

Vv Y  wyr™ > |B(z,r) N Q| > A|B(x,r)| = Aw,r".
A>0 pcq re(0,diamQ)

Te kule wewnetrzng bedziemy oznaczac przez E(z,r), a catke $rednig po niej
DPTZez Uy .

Cwiczenie 80. Jezeli Q jak wyzej, to dlar,s € (0, diam?] zachodzi

S\ ~ 1SS
AC)"|B(z,r)| < |B(z,5) < A 1(;) |B(z,7)].
Lemat 81. Istnieje C = C(Q,n, A\, p) taka, ze

\v/ v |u93,’r‘ - u:c,s| < C[U]p)\so‘.
zeQ 7>5:0<r<s<diamQ

Dowdéd. Niech 0 < p < 0 < diam{). Wéwczas

N
ST~
D
2
e
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. 1 P _ _
Niech s1 = s, 89 = 35,...,5k = =1, Sk > I > Sp41 Oraz = € [2 kog=k+l],

k
|u5 - uT| = |uS - u5k+1| + |u7" - u5k+1| < Z |u3j - u5j+1| + |u7’ - u5k+1| <

Lemat 82. Niech z,y € Q, |z — y| = R. Wtedy
|uz 2r — Uy 2r| < CRY[ulp .
Dowdd. Niech z € B(z,2R) N B(x, R) = F. Stad
|uz,2r = uy2r| < |u(2) = e 2r| + [u(2) — uy 2Rl
Zauwazmy, ze E(m, R), E(y, R) C F, a stad

1 1
_ <O(A)— 1
|B(x, R)| [ |u(z) — ug 2R |B(z,2R)| JB(x,2R)

[u(2) — uz2r| <

# 1u(:) = sl <
F

1
1 P P
C| =——— / |u — vz 2r|? =c|R»"R™ - |u — ugp 2r|P < CR[ulpx.
B(z,2R) JB(z,2R) B(z,2R)

Druga calke szacujemy tak samo. O
Twierdzenie 83 (Campanato). Niech Q bedzie obszarem bez zewnetrznych
ostrzy. Zalézmy, ze uw € LP(Q)) oraz dla pewnego A € (n,n + p) zachodzi

[ul} \ = sup {R_)‘ _ uly) —uzp|Pdy :x € QR € (QdiamQ)} < 0.

B(z,R)

Woéwczas istnieje v € C%(Q) dla o = )‘fn takie, Ze v = u prawie wszedzie.

Dowdéd. Okreslmy

v(z) = lir% ) u(z)dz dla pw. x € Qv(z) = u(x).
r=YJB(z,r)

Liczymy
lv(z) —v()| < [v(z) = ve2r| + [Va2r — vy 2r| + |0(Y) — vy 28]
Przyjmujemy |z — y| = R. Przechodzac do granicy R — 0 w Lemacie 81 mamy

[v(z) = ve2r| < Clulp A (2R)
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ostatni sktadnik szacujemy tak samo. Dla drugiego stosujemy Lemat 82
[v(z,2R) — vy 2r| = |uz2r — Uy 2r] < CR*[u]p
i to jest koniec. 0

Cwiczenie 84. Wywnioskowaé twierdzenie Morreya.
Zalozmy, ze Q0 C R™ ma wlasnosé stozka wewnetrznego, p > n, f € Wpl(Q)
Wowczas istnieje g € Co’l_%(ﬁ) taka, ze f = g prawie wszedzie na €.
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